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はじめに (やること)

G = Spin(8) = [SO(8) = SO(O)の普遍二重被覆群 ] (28次元)

σ: triality automorphism (Gの位数 3の外部自己同型，八元数Oを用いて構成される)

この σによるσ作用の軌道の幾何学を研究したい（軌道空間，各軌道の性質）

以下しばらく，σ作用の定義と研究の背景・動機
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はじめに (定義：σ作用とCartan埋め込み)

G : compact連結 Lie群，σ: 自己同型, G y G ; g · x = gxσ(g−1): σ作用

例 σ = 1のとき，σ作用は随伴作用, G =
⋃

g∈G gAg−1 (A ⊂ G : 極大トーラス)

一般の場合は A ⊂ F (σ,G): 極大トーラス，G =
⋃

g∈G gAσ(g−1)

G → G ; g 7→ gσ(g−1)から誘導される埋め込み

F : G/F (σ,G) → G ; gF (σ,G) 7→ gσ(g−1) : Cartan埋め込み
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はじめに (定義：σ作用とHermann作用)
U: compact連結 Lie群，θ1, θ2: 対合，Ki := F (θi ,U) , K1 y U/K2: Hermann作用

例 θ1 = θ2のとき，Hermann作用は compact対称空間へのイソトロピー作用

(1) σ作用 G y G ; g · x = gxσ(g−1)はHermann作用

(2) θ1θ2 = θ2θ1 ⇔ σ2 = 1

[証明] (1) U := G × G , θ1(g , h) := (σ−1(h), σ(g)), θ2(g , h) := (h, g)

K1 = {(g , σ(g))},K2 = {(g , g)},U/K2 ↔ G ; (a, b)K2 ↔ ab−1

K1 y U/K2; (g , σ(g))(a, b)K2 = (ga, σ(g)b)K2 ↔ g(ab−1)σ(g−1)

(2) θ1θ2 = θ2θ1 ⇔ (σ−1(g), σ(h)) = (σ(g), σ−1(h)) ⇔ σ2 = 1 �
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はじめに　 (先行研究)

σが内部自己同型のとき，軌道の研究は σ = 1の場合に帰着

(σ作用以外の)可換なHermann作用の軌道の研究 I (2011)

σ: 対合のとき，σ作用の軌道の研究 I (2018)

(σ作用以外の)非可換なHermann作用の軌道の研究 大野

σが位数 3以上の外部自己同型写像のとき，σ作用の軌道の幾何学を研究したい
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はじめに　 (σ作用の軌道)

G : compact連結 Lie群，σ: 自己同型，τ = τa: 内部自己同型，σ′ := τ ◦ σ

一般には，σ′と σは位数すら，異なる

Ox : σ作用の点 x を通る軌道, O ′
x : σ′作用の点 x を通る軌道

O ′
x = {gxσ′(g) | g ∈ G} = {gxτ(σ(g)) | g ∈ G} = {gxaσ(g)a−1 | g ∈ G}
= {g(xa)σ(g) | g ∈ G}a−1 = Oxaa−1

σ作用の軌道を考えるときには，σ: GのDynkin図形の非自明合同変換の誘導する外
部自己同型写像としてよい

井川 治 (京都工繊大) σ-作用の軌道の幾何学-triality automorphismの場合を中心にして-2022 年 12 月 24 日 7 / 15



Spin(8)の triality automorphism (既知の事実)

G = Spin(8) = [SO(8) = SO(O)の普遍二重被覆群 ] (28次元)

σ: triality automorphism (Gの位数 3の外部自己同型，八元数Oを用いて構成される)

σによる固定部分群は G2　（14次元）

Gの G自身への作用：g · x = gxσ(g−1) (σ-作用)

この σ作用の余等質性 (=最大次元軌道の余次元)は 2

G2の極大トーラスを A = exp aとすると，Aは 2次元で，σ作用の切断
(軌道の性質を調べる際には Aの点の軌道を調べれば十分)
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部分多様体論の復習

Mn ⊂ M̃: Riemann部分多様体, h: 第二基本形式，A: 形作用素，m: 平均曲率ベクトル

∇̃XY = ∇XY + h(X ,Y ), 〈Aξ(X),Y 〉 = 〈h(X ,Y ), ξ〉, m =
1
n

n∑
i=1

h(ei , ei)

austere [Harvey-Lawson] Aξの固有値の集合が重複度を含めて−1倍で不変

弱鏡映: (I-酒井-田崎) 任意の x ∈ M, ξ ∈ T⊥
x (M)に対し，M̃の等長変換 ϕξが存在し

て，ϕξ(x) = x , (dϕξ)x(ξ) = −ξ, ϕξ(M) = M このとき，(dϕξ)
−1
x Aξ(dϕξ)x = −Aξ

全測地的 h = 0 ⇒ austere ⇒ 極小m = 0(⇔ tr(Aξ) = 0 (∀ξ))

(鏡映, Leung ⇒) 弱鏡映⇒ austere

井川 治 (京都工繊大) σ-作用の軌道の幾何学-triality automorphismの場合を中心にして-2022 年 12 月 24 日 9 / 15



主結果 1

定理 (I-間下)
σ作用の軌道空間は直角三角形4OAB ⊂ aと同一視できる．
O ,Aは弱鏡映軌道
?は austereではない極小軌道. 　極小軌道はこれらしかない (全測地的軌道はない)
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Cartan埋め込みとの関係

G : compact連結 Lie群，σ: 自己同型

σ 作用の軌道 Ox = {gxσ(g−1) | g ∈ G}

σ の定める Cartan埋め込みの像 {gσ(g−1) | g ∈ G} = Oe

Ox = {gxσ(g−1)x−1 | g ∈ G}x = {g(τxσ)(g−1) | g ∈ G}x

{σ作用の点xの軌道 | σ :自己同型, x ∈ G}

= {σ作用の点xの軌道 | σ : Dynkin図形の合同変換から誘導, x ∈ A ⊂ F (σ,G)}

= {σの定める Cartan埋め込みの像 | σ :自己同型}
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Cartan埋め込みとの関係

問題 G = Spin(8), σ =triallity automorphismのとき，極小軌道 Ox と合同な Cartan埋
め込みを定める σ′ は有限位数か?

答え　頂点O ,A,Bの軌道については σ′ は有限位数，他は σ′ は無限位数

頂点O ,A,Bの軌道は有限位数であることは簡単に示される

辺OA,OB,AB上の極小軌道について σ′ が無限位数であることの証明には円分体の
議論を用いて示される．

内点の極小軌道について σ′ が無限位数であることの証明にはコンピューターによる
グレブナー基底の計算を用いる．
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主結果 2: Austere Cartan埋め込み

定理 (I-間下)
G: compact連結単純 Lie群，σ: 自己同型
σから定まる Cartan埋め込みの像 F (G/Gσ) ⊂ Gが austereならば，σ: 有限位数

注意．上記の austereは極小には置き換えられない

木村-間下の結果と合わせると，austere Cartan埋め込みが分類された．

井川 治 (京都工繊大) σ-作用の軌道の幾何学-triality automorphismの場合を中心にして-2022 年 12 月 24 日 13 / 15



今後の課題

非可換まで含めたHermann作用の軌道の一般論の構築
(二重佐武図形，標準形の利用など（馬場との共同研究）)

無限次元 Lie環との関わり
（σ作用の場合は密接に関わる．一般の (非可換）Hermann作用の場合は?)
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