
He 原子 
 
０．補 
水素類似原子 
He+, Li2+, Be3+, B4+, C+5, ... Hg79+, ... のように原子核と１個の電子からなる原子を水素類似原子(水素様原

子、hydrogen-like atom)と呼ぶ。水素類似原子の Schrodinger 方程式は、 
        Ĥ EΦ = Φ   
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（以降全て、原子核の体積、磁気的相互作用、他の相対論効果、電子双極子能率、重力、etc を無視）。 
水素原子とは原子核の電荷 Z だけが異なるので、その方程式は水素原子と同様に解ける。エネルギーは、

原子番号をZ として、 
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である。水素原子の波動関数を /B Br r Z→ と置き換えると、任意のZ の波動関数を得る。 
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主量子数 n 、方位量子数、磁気量子数。 
以下にＺ＝１(H)とＺ＝２(He+)を比較して示す。どちらも１電子系の原子。 
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図１．水素原子(Ｚ＝１:赤)とヘリウム原子イオ 

ン(Ｚ＝２：緑)1s軌道の動径成分（原子単位）。 

Ｚが増加すると軌道は概ね(Z-1)に収縮する。 
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図２．水素類似原子のエネルギー。相対論を考慮し

たDirac-Coulomb計算からの差で示す。ＮＲはシュ

レーディンガー方程式による計算。DK1、DK2は１次、

２次の相対論補正を加えた方法による計算。 



１．He 原子の波動関数の形 

He 原子は１個のプロトンと２個の電子からなる３粒子系。B-O 近似を使えば２粒子系。 

 

Pauli の排他律： 電子は(プロトンも)スピンが半整数なのでフェルミ粒子に分類され、同種の粒子が同

じ場所で同じ状態をとることができない（Pauli の排他律）。 

 

電子スピンとスピン座標： 電子はその内部にスピン座標σ とそれで定義されるスピン角運動量を持って

いる。スピン演算子 Ŝ のｚ成分 ˆ
zS とスピン演算子の２乗

2Ŝ に対して次式のように振舞うスピン波動関数

( )α σ と ( )β σ を考える。 
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ここではα とβ に具体的な関数形は想定していないが規格直交性を持った関数であると仮定する。 

          
*( ) ( ) 1dα σ α σ σ =∫ 、 

*( ) ( ) 1dβ σ β σ σ =∫            

          
*( ) ( ) 0dα σ β σ σ =∫ 、 

*( ) ( ) 0dβ σ α σ σ =∫           

 

電子の座標： ( , ) ( , , , )x y zσ σ= =x r  

 

Schrodinger 方程式： Born-Oppenheimer 近似の Schrodinger 方程式は、 
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早、この方程式の解析的な解(closed な形で書ける式)はない。 

数値的には（卓越した工夫は必要だが）いくらでも正確に解ける。 

     05 372.903 724 377 034 119 598 311 159 245 194 404 446 696 9E = −  

        この値は京都大学の中辻博（現：量子化学研究協会研究所長）の計算による。 

 

反対称化波動関数： 

 フェルミ粒子系の波動関数はその粒子の交換に関して波動関数は反対称。 

        1 2 2 1( , ) ( , )Φ = −Φx x x x  

ハミルトニアン 1 2
ˆ ( , )H r r にスピン座標が含まれていないので、２電子系では波動関数の空間座標部分とス

ピン座標部分は分離できる。 

        1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )σ σΦ = Ψ Θx x r r  





近似波動関数 

２個の電子がそれぞれ 100 1 1( ) ( )φ α σr と 100 2 2( ) ( )φ β σr の状態であり、何の相互作用も及ぼさずに運動してい

れば（独立粒子模型、分子軌道近似、平均場近似）、その波動関数は次式になる。 
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φ φ α σ β σ β σ α σΦ = × −x x r r  

上式の番号１と２を入れ替えれば符合が異なる関数になることがわかるであろう。 2 は規格化のために

つけてある。つまり次式を成立させるために 2 で割ってある。 
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このような近似波動関数は、厳密とは云えないが図で示すことができる。矢印↓↑は電子スピンを表現し

ている。上式の波動関数は(a)である。 
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  (a) 閉殻一重項 (1s)2         (b) 三重項（1s)1(2s)1     (c) 開殻一重項（1s)1(2s)1    

 

エネルギー表現 
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波動関数の２乗
*

100 100( ) ( ) ( )ρ φ φ=r r r を電子密度分布であるとすると次式のように書き換えられる。 
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変分法 

原子番号Z をあらわに含んだ近似波動関数を試行関数として変分法を実施する。 
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ここで、核電荷を変分パラメーターとして採用する（He なら Z = 2 だが Z = 2 と考えない）。 
 
 

100φ

200φ 200φ200φ

100φ100φ



エネルギー表現は次式となる。 

   
4

2
2 2 2

0

27( ) ( )
16 8

meE Z Z Z
π ε

= −                 

 

Z で微分してエネルギーE の 小値を求める。 
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この値が（★）式の形の範囲内で 良の近似エネルギーとなる。Z = 2 と考えたときの波動関数を使って計

算したエネルギーは、 
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有効核電荷 
He 原子を、He 原子核と１個の電子が運動する系と考え、もう１個の電子によって He 原子核の電荷

の一部分が遮蔽されている(電子から見て He 原子核の電荷が小さくなっている)と考えると、He 原子

は、Z = 27/16 = 1.6875 の 1 電子系原子(水素類似原子)と見做せる。つまり、一方の電子を考えている

ときは、他方の電子は He 原子核にへばりついて He 原子核の電荷(Z = 2)を減らす役割をしていると考

える。このとき、Z = 1.6875 を He の有効核電荷と呼ぶ。 
 
種々の試行関数 
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