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代数学Ｂ レポート問題

1. d を整数とするとき、次は C の部分環であることを示せ。

R =
{

a + b
√

d
∣∣∣ a, b ∈ Z

}
,

R′ =

{
a + b

−1 +
√

d

2

∣∣∣∣∣ a, b ∈ Z
}

(d ≡ 1 mod 4 のとき)

2.
√

d 6∈ Q とする。
(1) 前問の R の単元は、a2 − b2d = ±1 となる元に等しいことを示せ。
(2) d = −1 のとき R× を求めよ。
(3) a + b−1+

√
d

2 ∈ (R′)× となるための整数 a, b の条件を求めよ。

3. （テキスト問 6.5）整域上の多項式環も整域である。

4. （テキスト問 6.6）R が整域のとき f(x), g(x) ∈ R[x] について次を示せ。

deg(f(x) + g(x)) ≤ max{deg f(x), deg g(x)}, deg(f(x)g(x)) = deg f(x) + deg g(x)

整域でないと必ずしも成り立たないことも確認せよ。

5. 有限整域は体である（テキスト 11）。

6. f : R → R′ を環準同型、x ∈ R とする。次のうち正しいものは証明し、誤りであ
るものには反例を示せ。

(1) x が単元なら f(x) も単元
(2) f が単射、f(x) が零因子なら x も零因子
(3) f が全射、f(x) が零因子なら x も零因子
(4) f が単射、x が零因子なら f(x) も零因子
(5) f が全射、x が零因子なら f(x) も零因子

7. 可換環 R の単元 u と 冪零元 n に対し、u + n は単元であることを示せ。

8. R を可換環とする。f(x) = a0 + a1x + · · ·+ anxn ∈ R[x] について次を示せ。
(1) f(x) が R[x] の単元 ⇐⇒ a0 が R の単元, a1, . . . , an が R のべき零元.

(特に R が整域なら、R[x]× = R× となる。)
(2) f(x) がべき零 ⇐⇒ a0, . . . , an がべき零.
(3) f(x) が零因子 ⇐⇒ 0 6= ∃a ∈ R, af(x) = 0.

9. m,n ∈ Z について、
(1) n|m ⇐⇒ (m) ⊂ (n), (m) = (n) ⇐⇒ m = ±n.
(2) (m) + (n) = (d), (m) ∩ (n) = (`) とすると、d, ` はそれぞれ m, n の最大公
約数、最小公倍数である。

10. m を平方因子を持たない整数とする。Q[
√

m] の元 a + b
√

m (a, b ∈ Q)に対し、
N(a + b

√
m) = |a2 − b2m| と定める。次を示せ。

(1) N は well-definedである。すなわち、a + b
√

m = a′ + b′
√

m (a, b, a′, b′ ∈ Q)
なら a = a′, b = b′ である。

(2) N(α) ≥ 0, N(α) = 0 ⇔ α = 0,
(3) N(αβ) = N(α)N(β).
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11. m = 3, 2,−1,−2 のとき R = Z[
√

m] とする。次を示せ。
(1) 任意の k + `

√
m ∈ R, a + b

√
m ∈ R× に対し、

k + `
√

m

a + b
√

m
= (p + q

√
m) + (r + s

√
m)

となる 整数 p, q と −1/2 ≤ r, s < 1/2 が取れる。
(2) N は Euclidノルムである。

12. m = −3,−7,−11 のとき R = Z[α] と置く（α は x2 + x + (1−m)/4 ∈ Z[x] の
根の一つ）。N(z) = |z|2 である。次を示せ。

(1) 任意の z ∈ C に対し、ある n ∈ R が存在して、|z − n| < 1 となる（R の点
を中心とする単位円で C を覆える）。

(2) N は Euclidノルムである。

13. k を体とし、t, x, y を不定元とする。k 代数の準同型

ϕ : k[x, y] → k[t], ϕ(x) = t2, ϕ(y) = t3

を考える。I = (x3 − y2) ⊂ k[x, y] とする。
(1) I ⊂ kerϕ を示せ。
(2) 任意の f(x, y) ∈ k[x, y] に対し、ある g(x), h(x) ∈ k[x] が存在して f(x, y) ≡

g(x) + h(x)y mod I と書けることを示せ。
(3) I = kerϕ を示せ。

14. k を体とし、t, x, y, z を不定元とする。環準同型

ϕ : k[x, y, z] → k[t], ϕ(x) = t4, ϕ(y) = t5, ϕ(z) = t6

に対し、kerϕ を求めよ。

15. 可換環 R の真のイデアルが全て素イデアルならば、R は体であることを証明せ
よ。（テキスト１０）

16. N を 可換環 R の冪零元全体の集合 (冪零根基 (nilradical))とする。次を示せ。
(1) N はイデアルである。
(2) 剰余環 R/N は 0 以外の冪零元を持たない。
(3) N は R の任意の素イデアルに含まれる。
(4) N は R の素イデアル全体の共通部分と一致する。（Hint: 任意の素イデアル
に含まれる冪零でない元 x が存在すると仮定し、どの xn (n > 0) も含まな
いイデアルの全体 I を考えて Zornの補題を用いる）

17. 0 6= f(x) ∈ R[x] とする。
(1) f が 1 次式の時、R[x]/(f(x)) ∼= R を示せ（剰余定理）。
(2) 3つの環 C, R⊕ R, R[x]/(x2) は互いに同型でないことを示せ。
(3) a, b ∈ R について、環 R[x]/(x2 + ax + b) は (2) の環のどれかに同型である
ことを示せ。

(4) 一般の場合に R[x]/(f(x)) は C[x]/(xn), R[x]/(xn) (n > 0) 達の有限個の直
和に同形であり、直和因子は順序を除いて一意的であることを示せ。
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18. R = Z[
√−1] とする。前の問題より R は Euclid整域であることは使ってよい。

(1) イデアル (2), (5) は素イデアルでないことを示せ。
(2) 剰余環 R/(3) は 9 個の元からなる体であることを示せ。
(3) p を素数とする。p ≡ 3 mod 4 なら p は R の既約元であることを示せ。
(4) p ≡ 1 mod 4 なら (p) = I1I2 と相異なる二つの素イデアルの積に分解され
ることを示せ。

(5) R の全ての素イデアルは (0), (1 + i), (a + bi) (a2 + b2 は 4 で割って 1 余る
素数), (p) (p ≡ 3 mod 4)であることを示せ。

(6) 最後の場合を除き、それぞれの剰余環を求めよ。

19. R[x] の素イデアルをすべて求め、それぞれの剰余環を計算せよ。

20. 可換環 R は、全ての元が冪等（i.e. x2 = x）であると仮定する。次を示せ。
(1) ∀x ∈ R, 2x = 0.
(2) 全ての素イデアル P は極大イデアルであって、R/P ∼= Z/2Z となる。
(3) R の有限生成イデアルは単項イデアルである。

21. x を不定元、R = Z[x] とする。次を示せ。
(1) R の素イデアルは、(0), (p), (f(x)), (p, f(x)) の形に限る。ただし、p は素
数、f(x) ∈ Z[x] は既約とする。

(2) (2, x) は単項イデアルではなく、従って R は PIDではない。

22. a, b, c ∈ Z に対し方程式 ax + by = c の整数解 (x, y) について考えよう。
(1) gcd(a, b) = d とする。d|c は整数解が存在するための必要十分条件であるこ
とを示せ。

(2) d|c のとき両辺を d で割り最初から a, b は互いに素であると仮定する。一つ
の解を (x0, y0) と置くと、解の全体は {(x0 − nb, y0 + na)|n ∈ Z} と書ける
ことを示せ。

23. a, b を互いに素な正整数とする。非負整数全体 N の部分集合 Na +Nb = {ma +
nb|m,n ∈ N} を S とする。

(1) 任意の正整数 j に対し、整数 k, ` で、kb + j = `a, 0 ≤ k ≤ a− 1, 1 ≤ ` を
満たすものが存在することを示せ。

(2) 任意の正整数 j に対し ab− a− b + j ∈ S を示せ。
(3) ab− a− b 6∈ S を示せ。
(4) a = 5, b = 7 のとき、N \ S を求めよ。

24. 前問において、c ∈ N に対し、c ∈ S ⇐⇒ ab− a− b− c 6∈ S を示せ。

25. k を体とし、環準同型 ϕ : k[x, y] → k[t], f(x, y) 7→ f(t5, t7) を考える。im ϕ は
k[t] の部分 k 代数である。k 上の商線型空間 cokerϕ := k[t]/ imϕ の次元を求めよ。

26. x, y, z ∈ Z に対して、方程式
x

3
+

y

5
+

z

7
=

1
105

を考える。
(1) 解を一組与えよ。
(2) 35x + 21y + 15z = 0 の任意の整数解をパラメータ表示せよ。
(3) 元の方程式の任意の整数解をパラメータ表示せよ。
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27. R = C[x], α, β を相異なる複素数とする。
(1) (x− α)2 を x− β で割った商と余りを求めよ。
(2) 中国剰余定理による標準的な同形

f : C[x]/((x− α)2(x− β)) −→ C[x]/((x− α)2)× C[x]/((x− β))

に対し、f−1(1, 0), f−1(x − α, 0), f−1(0, 1) のそれぞれについて 2次以下の
代表元を求めよ。

(3) a, a′, b ∈ C に対し f(α) = a, f ′(α) = a′, f(β) = b を満たす 2次式を求めよ。

28. 中国剰余定理と準同型定理の同形の合成

R[x]/(x4 − 1) ∼= R[x]/(x2 + 1)× R[x]/(x + 1)× R[x]/(x− 1) ∼= C× R× R
を f とする。ただし、2番目の同形の第 1成分は x を i に写している。f−1(1, 0, 0),
f−1(i, 0, 0), f−1(0, 1, 0), f−1(0, 0, 1) の 3次以下の代表元をを求めよ。

29. R = Mn(R) とする。Rn は列ベクトルの全体とみると行列の掛け算によって左
R 加群になる。部分左 R 加群は Rn 全体と {0} しかないことを示せ。
30. 可換環 R の極大イデアルの一つを m とする。R 加群の同形 f : R⊕I → M が
あるとき次を示せ。

(1) f から自然に R 同形 f̄ : (R/m)⊕I → M/mM が定まる。
(2) 標準的な全射 R 準同形 π : R⊕I → R/m, $ : M → M/mM に対し f̄ ◦ π =

$ ◦ f を満たす。
(3) f は R/m 同形である。

31. M = Z3 の部分加群 N =

〈


1
1
1


 ,




0
−3
3


 ,




3
3
−3




〉
を考える。剰余群 M/N

の素因子型（階数と単因子）を求めよ。

32. 正の整数 n をいくつかの正の整数の和に表わす方法（和の順序は区別しない）
の数を n の分割数といい、c(n) で表わす。

(1) p を素数とするとき、位数 pn の Abel群は同形を除いてちょうど c(n) 個あ
ることを示せ。（n の分割に対し、位数 pn の Abel群を与える対応が作れて、
それが全単射であることを示せ。）

(2) 位数 10000 の Abel群は同形を除いて何個あるか。

33. 行列 A, B は、ある正則行列 P,Q があって B = PAQ と書ける時に共役であ
るといい、A ∼ B と書く。

(1) 共役は同値関係であることを示せ。
(2) 複素 n 次正方行列で冪零であるものは、共役を除いてちょうど c(n) 個存在
することを示せ。

34. 次の群同型を示せ。
(1) (Z/pnZ)× ∼= Z/(p− 1)pn−1Z (p は奇素数, n ≥ 1)
(2) (Z/2nZ)× ∼= Z/2Z× Z/2n−2Z (n ≥ 2)

(Hint : それぞれ 1 + p, 5 = 1 + 22 の位数に着目せよ。)


