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１８．積分の基本定理　

　
教科書『ルベーグ積分３０講』第１９講

これまで非負の可測関数に対して積分を定義し，いくつかの定理を導きました．
測度空間 (X,B,m)は与えられているとします．

まず，単関数に対して積分を定義し，それから，非負の（f(x) ≥ 0）可測関数 f に対し，f
の積分を ∫

X

f(x) m(dx) := sup

∫
X

ϕ(x) m(dx)

で定義しました．ここで，supは

0 ≤ ϕ(x) ≤ f(x)

を満たすすべての単関数にわたってとります．

一方で，非負の可測関数 f に対し，近似単関数の列，すなわち単関数の増加列

0 ≤ ϕ1(x) ≤ ϕ2(x) ≤ · · · ≤ ϕn(x) ≤ · · ·

で
lim
n→∞

ϕn(x) = f(x)

を満たすものが存在することを証明しました．

今回は

lim
n→∞

∫
X

ϕn(x) m(dx) =

∫
X

f(x) m(dx)

（右辺は supを用いて定義されていることに注意）が成り立つことが証明します．この極限
は近似単関数列の取り方によりません．

今回も次の仮定をおきます．
f(x) = ∞または f(x) = −∞となるような x全体の集合の測度は 0とする．すなわち，

m({x ∈ X | f(x) = ±∞}) = 0.

ここまでで，単関数，単関数の積分，可測関数，可測集合，sup などのことばを使いま
したが，このうちひとつでも定義を忘れているものがあれば今すぐ調べてください．
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１８－１．エゴロフの定理

まず確認をしましょう．X上の関数列 {fn}, n = 1, 2, . . . が関数 f に各点収束するとは，各
x ∈ Xにおいて，

任意の ε > 0に対して，N ∈ Nが存在して，n ≥ N のとき，|fn(x)− f(x)| < ε を満たす

ということでした．このとき，N は εだけでなく，xにもよります．

xによらない共通のN が取れるとき，一様収束するといいます．すなわち，

任意の ε > 0に対して，N ∈ Nが存在して，n ≥ N のとき，すべての x ∈ X に対して
|fn(x)− f(x)| < ε が成り立つ．

つまり，n ≥ N で，fnは f の上下それぞれ εの幅の帯の中にすっぽり入る，ということで
す．これは，各点収束より強い概念です．つまり，「一様収束 =⇒ 各点収束」ですが，逆は
成り立ちません．ちなみに，上の 2つの定義で n ≥ N のとき，|fn(x)− f(x)| ≤ εとしても
同値です．都合のいい方を使えばよいです．

逆が成り立たない例

X = [0,∞), 0 ≤ x ≤ 1/nで，fn(x) := 1− nx, x ≥ 1/nで fn(x) = 0と定義する．f(0) = 1,

x > 0で f(x) = 0とおくと，{fn}は f に各点収束するが，一様収束しない．（nをいくら大
きくしても，f の上下それぞれ εの幅の帯の中に fnは入りきれない．）

一様収束に関する重要な定理

R上の連続関数の列 {fn}, n = 1, 2, . . . が関数 f に一様収束するならば，f も連続関数で
ある．

上の例はそれぞれの {fn}は連続関数ですが，一様収束ではないので極限の関数は x = 0で
不連続でした．

上の例を別の側面からみる

X = [0,∞), 0 ≤ x ≤ 1/nで，fn(x) := 1− nx, x ≥ 1/nで fn(x) = 0と定義する．f(0) = 1,

x > 0で f(x) = 0とおくと，{fn}は f に各点収束するが，X上で一様収束しない．
しかし，任意の a > 0に対して，[a,∞)上では fnに fに一様収束する．すなわち，ε. > 0

があたえられたとき，aN < εとなるような N をとれば，すべての n ≥ N とすべての
x ∈ [a,∞)に対して，|fn(x)− f(x)| < εとなる．

ここでわかることは，Xより少しだけ小さい適切な部分集合を考えるとその上で一様収束
するようにできることです．

実は，{fn}が連続関数の列に限らず，可測関数列でもうまく部分集合を取ればその上で一
様収束するようにできます．
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定理 18.1　エゴロフの定理

有界な測度空間 (X,B,m)上で定義された可測関数列 {fn}, n = 1, 2, . . . が関数 fに
各点収束するとする．このとき，任意の正の数 εに対して，次の性質を満たす可測
集合Hが存在する．
(i) m(H) < ε

(ii) Hc上で n→ ∞のとき fnは f に一様収束する．

有界な測度空間とはm(X) <∞（m(X)が有限値）を満たす測度空間でした．
この定理は，一様収束しないXの部分集合は，いくらでも測度を小さくできることを主
張しています．
証明を追っていくと，結局 ε−N 論法を使っているだけだということがわかるでしょう．

証明

m({x ∈ X | f(x) = ±∞}) = 0を仮定しているから，集合 {x ∈ X | f(x) = ±∞}はHに
属すとしてよい．
以下，−∞ < f(x) < ∞とする．{fn}が可測関数列なら，f(x) = limn→∞ fn(x) も可測
である．（命題 15.6の系）
各 r ∈ N，n = 1, 2, 3 . . .に対し，Xの部分集合

An

(
1

2r

)
:=

∞∩
k=n

{x ∈ X | |fk(x)− f(x)| < 1

2r
}

を定義する．
つまり，

x ∈ An

(
1

2r

)
⇐⇒ k ≥ nならば |fk(x)− f(x)| < 1

2r
　　　 (1)

命題 15.4より，fk − f は可測関数，さらに |fk − f |も可測だから，An

(
1

2r

)
∈ Bである．

An

(
1

2r

)
は定義から，nに関して単調増加な集合列であり，fn → f という仮定より

A1

(
1

2r

)
⊂ A2

(
1

2r

)
⊂ · · · ⊂ An

(
1

2r

)
⊂ · · · → X　　　 (2)

（
∞∪
n=1

An

(
1

2r

)
= Xということ．）
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11-2の (a)の測度の性質（これを測度の連続性とよぶ）

集合の増加列（等号も許す）A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ An ⊂ · · ·に対して，

m( lim
n→∞

An) = lim
n→∞

m(An).

を用いると，

m(X) = lim
n→∞

m

(
An

(
1

2r

))
が成り立つ．仮定よりm(X) <∞だから，有限の極限値が存在する．（ε = 1/2rとして ε−N
論法を用いると）適当な自然数 nrをとると，n ≥ nrで

|m(X)−m

(
Anr

(
1

2r

))
| < 1

2r
.

m

(
Anr

(
1

2r

))
> m(X)− 1

2r

が成り立つ．（m(X) > m

(
Anr

(
1

2r

))
に注意．）

任意に与えられた ε > 0に対し，

ε >
1

2ℓ

となる ℓ ∈ Nをとり，

H :=
∞∪

r=ℓ+1

(
Anr

(
1

2r

))c

とおく．（肩の cは補集合 (complement)を表す．）

Anr

(
1

2r

)
∈ Bと σ–加法族の性質より（復習せよ！），H ∈ Bである（すなわちHの測

度m(H)が定義できる）．

以下Hが求める集合であることを示す．

m(H) = m

(
∞∪

r=ℓ+1

(
Anr

(
1

2r

))c
)

　　　　　　 ≤
∞∑

r=ℓ+1

m

((
Anr

(
1

2r

))c)
　　（11-2の (c)）

　　　　　　　　 =
∞∑

r=ℓ+1

{
m(X)−m

(
Anr

(
1

2r

))}
　　（補集合）
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　　　　　 <
∞∑

r=ℓ+1

1

2r
　　　　　 (nrの選び方より）

=
1

2ℓ
< ε.　　　　　　

Hc上で一様収束すること．

x ∈ Hcとすると，

Hc =
∞∩

r=ℓ+1

Anr

(
1

2r

)
より，すべての r(≥ ℓ+ 1)に対し，

x ∈ Anr

(
1

2r

)
.

任意の δに対し，δ > 1/2rとなる r(≥ ℓ+ 1)をとると，(1)より，

k ≥ nr のとき，　 |fk(x)− f(x)| < 1

2r
< δ

が成り立ち，これはHc上で fnが f に一様収束することを意味している．
【証明終】

１８－２．積分の基本定理

まず，次の定理を思い出そう．

定理 16.4（非負可測関数の単関数近似）

非負の可測関数 f に対し，単関数の増加（非減少）列

0 ≤ ϕ1(x) ≤ ϕ2(x) ≤ · · · ≤ ϕn(x) ≤ · · ·

が存在して，
lim
n→∞

ϕn(x) = f(x)

を満たす．

第 16講では実際に上のような近似単関数列を具体的に作ってみました．今回は，上のよう
な近似単関数をどのようにとっても∫

x

f(x) m(dx) = lim
n→∞

∫
X

ϕn(x) m(dx)
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が成り立つことを示すのが最終目標です．

まず，m(X) <∞の場合に，エゴロフの定理を用いて，次を示します．

∫
X

f(x) m(dx) = lim
n→∞

∫
X

ϕn(x) m(dx)　　 (3)

証明

非負の可測関数 f の積分の定義を思い出すと∫
X

f(x) m(dx) := sup

∫
X

ϕ(x) m(dx)

で，supは，0 ≤ ϕ(x) ≤ f(x)を満たす単関数 ϕにわたってとる．定理 16.4の単関数列を
{ϕn(x)}とすると∫

X

f(x) m(dx) = sup

∫
X

ϕ(x) m(dx) ≥
∫
X

ϕn(x) m(dx).　（supだから）

この両辺の n→ ∞の極限をとると∫
X

f(x) m(dx) ≥ lim
n→∞

∫
X

ϕn(x) m(dx)　　 (4)

を得る．

(3)を示すには，任意の 0 ≤ ψ(x) ≤ f(x)を満たす単関数 ψに対して∫
X

ψ(x) m(dx) ≤ lim
n→∞

∫
X

ϕn(x) m(dx)　　 (5)

を示せばよい．

実際，(5)が成り立つことがわかれば，ψに関して sup をとると，∫
X

f(x) m(dx) ≤ lim
n→∞

∫
X

ϕn(x) m(dx)

となり，(4)と逆の不等号が成り立つことがわかる．

エゴロフの定理を用いて (5)を示そう．Hc上で ϕn(X)は f に一様収束するから，任意の
δ > 0に対して，十分大きいN をとると，すべての x ∈ Hcに対して，

|ϕN(x)− f(x)| < δ
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が成り立つ．このとき，
f(x)− δ ≤ ϕN(x).

0 ≤ ψ(x) ≤ f(x)より，x ∈ Hcのとき，

ψ(x)− δ ≤ ϕN(x).

ψは単関数だから，ψ ≤ Kとなる数Kがとれて，∫
X

ψ(x) m(dx) =

∫
Hc

ψ(x) m(dx) +

∫
H

ψ(x) m(dx)　（命題 16.3(3)より）

　　　　　 ≤
∫
Hc

(ϕN(x) + δ) m(dx) +

∫
H

ψ(x) m(dx)　（命題 16.3(1)より）

　　　　　 ≤
∫
X

ϕN(x)m(dx)+

∫
Hc

δ m(dx)+

∫
H

ψ(x)m(dx)　（命 16.3(2)およびHc ⊂ Xより）

　　　　 ≤
∫
X

ϕN(x) m(dx) + δ m(Hc) +K m(H)　（ψ ≤ Kと定数の積分）

　　　 ≤
∫
X

ϕN(x) m(dx) + δ m(X) +Kε　（Hc ⊂ Xとエゴロフの定理）

ここでN → ∞とすると，∫
X

ψ(x) m(dx) ≤ lim
N→∞

∫
X

ϕN(x) m(dx) + δ m(X) +Kε

を得る．ここで，δ, εは任意だから δ → 0, ε→ 0とすると (5)を得る．

【証明終】

上ではm(X) <∞を仮定して，エゴロフの定理を用いて (3)を示した．この仮定ははずす
ことができて次の定理が得られる．
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定理 18.3

f を (X,B,m)上の非負の可測関数とする．単関数の増加列

0 ≤ ϕ1(x) ≤ ϕ2(x) ≤ · · · ≤ ϕn(x) ≤ · · ·

は
lim
n→∞

ϕn(x) = f(x)

を満たすとする．このとき，∫
X

f(x) m(dx) = lim
n→∞

∫
X

ϕn(x) m(dx)

が成り立つ．

定理 18.3で f(x)の代わりに f(x) ϕ(x;E)（ϕ(x;E)は集合 E の定義関数）を考えれば，
任意のE ∈ Bに対して ∫

E

f(x) m(dx) = lim
n→∞

∫
E

ϕn(x) m(dx)

が成り立つことがわかる．

証明

上の (4)はm(X) <∞の仮定を用いていないのでここでも成り立つ．あとは上と同様に任
意の 0 ≤ ψ(x) ≤ f(x)を満たす任意の単関数に対して∫

X

ψ(x) m(dx) ≤ lim
n→∞

∫
X

ϕn(x) m(dx)　　　 (5’)

を示せばよい．

これまで非負単関数 ψ(x)を，

ψ(x) =
ℓ∑

i=1

αiϕ(x;Ai), αi ≥ 0,

X = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Aℓ, A1, . . . , Aℓは互いに素

と表してきたが，ここでは αi = 0となる項を抜いて

ψ(x) =
k∑

i=1

αiϕ(x;Ai), αi > 0

と表そう．このとき，値が 0になるAiは入れていないので，
k∪

i=1

Ai ⊂ X．さらに，

{x ∈ X | ψ(x) > 0} = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Ak
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と表せる．以下，B = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Akとおく．

2つの場合に分ける．

(i)
∫
X
ψ(x) m(dx) <∞の場合．

このとき，m(B) <∞である． 　　　　　 (a)

Bに対して，(3)の証明と同様にして∫
B

ψ(x) m(dx) ≤ lim
n→∞

∫
B

ϕn(x)m(dx)

が成り立つことが示せる．Bの定義から，∫
B

ψ(x) m(dx) =

∫
X

ψ(x) m(dx)

また，X = B ∪Bc と命題 16.3(3)より，∫
B

ϕn(x) m(dx) ≤
∫
X

ϕn(x) m(dx).

であることから，(5’)が導かれる．

(Ii)
∫
X
ψ(x) m(dx) = ∞

このとき，m(B) = ∞である．　　　　　 (b)

2ε := min{α1, α2, . . . , αk} > 0　　　　　　　 (6)

とおき，
Bn := {x ∈ X | ψ(x) > 0, ϕn(x) ≥ ψ(x)− ε}

とおく．{ϕn}は増加列で，limn→∞ ϕn(x) = f(x), および ψ(x) ≤ f(x) だから

B1 ⊂ B2 ⊂ · · · ⊂ Bn ⊂ · · ·

limBn =
∞∪
n

Bn = {x ∈ X | ψ(x) > 0} = A1 ∪ · · · ∪ Ak　　　　 (c)

となる．よって
lim
n→∞

m(Bn) = m(B) = ∞.

一方，x ∈ Bnならば ϕn(x) ≥ ψ(x)− ε ≥ εなので（ (6)より），∫
X

ϕn(x) m(dx) ≥ ε m(Bn).

n→ ∞の極限をとると，

lim
n→∞

∫
X

ϕn(x) m(dx) ≥ ε lim
n→∞

m(Bn) = ∞
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となり，(5’)が成り立つ．

【証明終】

自由レポート　（提出は自由ですが，ルベーグ積分をきちんと理解したい人はぜひやって
みてください．）

証明の (a), (b), (c) の部分をきちんと説明せよ．
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