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1 導入：ハドロン物理、共鳴状態、散乱理論
参考文献

• 全体
教科書：永江-兵藤 [1]

物理学会誌：兵藤哲雄 [2]

2021年原子核三者若手夏の学校の講義 [3]

都立大大学院講義 [4]

• 量子力学での共鳴状態
教科書：羽田野-井村 [5]. A. Bohm [6], Kukulin-Krasnopol’sky-Horacek [7], N. Moiseyev [8]

レビュー論文：Ashida-Gong-Ueda [9]

• 散乱理論
教科書：J.R. Taylor [10], R.G. Newton [11]

レビュー論文：Hyodo-Niiyama [12]

• フェッシュバッハ共鳴
レビュー論文：Köhler-Góral-Julienne [13], Chin-Grimm-Julienne-Tiesinga [14]

1.1 ハドロン物理
ハドロンとは

• ハドロン：強い相互作用をする粒子の総称

• 観測されているハドロン [15]

– バリオン（p, n,Λ, · · ·）：約 170種
– メソン（π,K, η, · · ·）：約 210種

• 全てのハドロンは基礎理論であるQCDから出てくる

LQCD = −1

4
Ga

µνG
µνa + q̄(i /D −mq)q (1)

クォーク（q̄, q）、グルーオン（Gµν , Dµ）はカラー電荷をもつ

• クォークは 6種のフレーバーを持つ（u, d, s, c, b, t）

• ハドロンはクォーク、反クォークの複合粒子

– qqqバリオン：p ∼ uud, n ∼ udd, · · ·

– q̄qメソン：π+ ∼ d̄u, K− ∼ ūs, · · ·
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resonances with the same spin and parity, fits to the cos θPc-
weighted distribution are repeated using various coherent
sums of two of the BW amplitudes. Each of these fits
includes a phase between interfering resonances as an extra
free parameter. None of the interference effects studied is
found to produce a significant Δχ2 relative to the fits using
an incoherent sum of BWamplitudes. However, substantial
shifts in the Pþ

c properties are observed, and are included in
the systematic uncertainties. For example, in such a fit the
Pcð4312Þþ mass increases, while its width is rather stable,
leading to a large positive systematic uncertainty of
6.8 MeV on its mass.
As in Ref. [1], the Λ0

b candidates are kinematically
constrained to the known J=ψ and Λ0

b masses [29], which
substantially improves themJ=ψp resolution and determines
the absolute mass scale with an accuracy of 0.2 MeV. The
mass resolution is known with a 10% relative uncertainty.
Varying this within its uncertainty changes the widths
of the narrow states in the nominal fit by up to
0.5 MeV, 0.2 MeV, and 0.8 MeV for the Pcð4312Þþ,

Pcð4440Þþ, and Pcð4457Þþ states, respectively. The widths
of all three narrow Pþ

c peaks are consistent with the
mass resolution within the systematic uncertainties.
Therefore, upper limits are placed on their natural widths
at the 95% confidence level (C.L.), which account for
the uncertainty on the detector resolution and in the
fit model.
A number of additional fits are performed when evalu-

ating the systematic uncertainties. The nominal fits assume
S-wave (no angular momentum) production and decay.
Including P-wave factors in the BW amplitudes has
negligible effect on the results. In addition to the nominal
fits with three narrow peaks in the 4.22 < mJ=ψp <
4.57 GeV region, fits including only the Pcð4312Þþ are
performed in the narrow 4.22–4.44 GeV range. Fits are also
performed using a data sample selected with an alternative
approach, where no BDT is used, resulting in about twice
as much background.
The total systematic uncertainties assigned on the mass

and width of each narrow Pþ
c state are taken to be the

largest deviations observed among all fits. These include
the fits to all three versions of the mJ=ψp distribution, each
configuration of the Pþ

c interference, all variations of the
background model, and each of the additional fits just
described. The masses, widths, and relative contributions
(R values) of the three narrow Pþ

c states, including all
systematic uncertainties, are given in Table I.
To obtain estimates of the relative contributions of the

Pþ
c states, the Λ0

b candidates are weighted by the inverse of
the reconstruction efficiency, which is parametrized in all
six dimensions of the Λ0

b decay phase space [Eq. (68) in the
Supplemental Material to Ref. [30] ]. The efficiency-
weighted mJ=ψp distribution, without the mKp>1.9GeV
requirement, is fit to determine the Pþ

c contributions, which
are then divided by the efficiency-corrected and back-
ground-subtracted Λ0

b yields. This method makes the
results independent of the unknown quantum numbers
and helicity structure of the Pþ

c production and decay.
Unfortunately, this approach also suffers from large Λ$

backgrounds and from sizable fluctuations in the low-
efficiency regions. In these fits, the Pþ

c terms are added
incoherently, absorbing any interference effects, which can
be large (see, e.g., Fig. S2 in the Supplemental Material
[22]), into the BW amplitudes. Therefore, the R≡
BðΛ0

b → Pþ
c K−ÞBðPþ

c → J=ψpÞ=BðΛ0
b → J=ψpK−Þ val-

ues reported for each Pþ
c state differ from the fit fractions

TABLE I. Summary of Pþ
c properties. The central values are based on the fit displayed in Fig. 6.

State M [MeV] Γ [MeV] (95% C.L.) R [%]

Pcð4312Þþ 4311.9% 0.7þ6.8
−0.6 9.8% 2.7þ3.7

−4.5 ð<27Þ 0.30% 0.07þ0.34
−0.09

Pcð4440Þþ 4440.3% 1.3þ4.1
−4.7 20.6% 4.9þ8.7

−10.1 ð<49Þ 1.11% 0.33þ0.22
−0.10

Pcð4457Þþ 4457.3% 0.6þ4.1
−1.7 6.4% 2.0þ5.7

−1.9 ð<20Þ 0.53% 0.16þ0.15
−0.13
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FIG. 6. Fit to the cos θPc-weighted mJ=ψp distribution with
three BW amplitudes and a sixth-order polynomial background.
This fit is used to determine the central values of the masses and
widths of the Pþ

c states. The mass thresholds for the Σþ
c D̄0 and

Σþ
c D̄$0 final states are superimposed.
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Figure 1: Distribution of D0D0⇡+ mass. Distribution of D0D0⇡+ mass where the contribu-
tion of the non-D0 background has been statistically subtracted. The result of the fit described
in the text is overlaid.

The function is built under two assumptions. Firstly, that the newly observed state has
quantum numbers JP = 1+ and isospin I = 0 in accordance with the theoretical expecta-
tion for the T+

cc ground state. Secondly, that the T+
cc state is strongly coupled to the D⇤D

channel. The derivation of FU relies on the isospin symmetry for T+
cc! D⇤D decays

and explicitly accounts for the energy dependency of the T+
cc! D0D0⇡+, T+

cc! D0D+⇡0

and T+
cc! D0D+� decay widths as required by unitarity. Similarly to the FBW profile,

the FU function has two parameters: the peak locationmU, defined as the mass value where
the real part of the complex amplitude vanishes, and the absolute value of the coupling
constant g for the T+

cc! D⇤D decay.
The detector mass resolution, R, is modelled with the sum of two Gaussian functions

with a common mean, and parameters taken from simulation, see Methods. The widths
of the Gaussian functions are corrected by a factor of 1.05, that accounts for a small
residual di↵erence between simulation and data [39,104,105]. The root mean square of
the resolution function is around 400 keV/c2.

A study of the D0⇡+ mass distribution for selected D0D0⇡+ combinations in the region
above the D⇤0D+ mass threshold and below 3.9GeV/c2 shows that approximately 90% of all

3

図 1: エキゾチックハドロンのスペクトルの例。左：ペンタクォーク Pcのスペクトル、R. Aaij

et al., (LHCb collaboration), Phys. Rev. Lett. 122, 222001 (2019)より引用。右：テトラクォーク
Tccのスペクトル、R. Aaij et al. (LHCb collaboration), Nature Phys. 18, 751 (2022)より引用。

観測されている状態の規則性

• 観測されるハドロンはカラー電荷中性
QCDにカラーを持った状態（qq, qqqq, · · ·）を禁止する明確な条件はない
→カラー閉じ込めの問題

• カラー電荷中性の状態
q̄q, qqq, q̄q̄qq, q̄qqqq, qqqqqq, q̄q̄q̄qqq, · · ·︸ ︷︷ ︸

エキゾチックハドロン

• 観測されるハドロンのフレーバーはほとんど qqqまたは q̄q

QCDに q̄q̄qq、q̄qqqqなどの状態を禁止する明確な条件はない
→エキゾチックハドロンの問題

エキゾチック構造の候補

• ペンタクォーク Pc(4312), Pc(4440), Pc(4457) [16, 17]（2015年、2019年、図 1左）

Pc(cc̄uud)→ J/ψ(c̄c) + p(uud)

• テトラクォーク Tcc [18, 19]（2021年、図 1右）

T+
cc (ccūd̄)→ D0(ūc)D0(ūc)π+(d̄u)

• 380種のうち数種のみ

2



構成子クォーク模型

エ
ネ
ル
ギ
ー

内部励起

qq q

qq q

 対生成qq̄

マルチクォーク ハドロン分子

qqq qq̄
qq qB

qq̄M

図 2: バリオンの励起機構の模式図。文献 [2]より引用。

励起ハドロンの内部構造

• Λ(1405)：S = −1, I = 0, JP = 1/2− [20, 12, 1]

• 構成子クォーク模型の描像：内部励起（図 2）
軌道角運動量 ℓ = 1の uds状態→ M ∼ 1600-1700 MeV

実験値：M ∼ 1400 MeV?

• QCDでは q̄q対生成による励起が可能
マルチクォーク状態：4つ以上のクォークからなる状態
ハドロン分子状態：ハドロンを構成要素としてハドロン間相互作用で形成される状態

• 同じ量子数を持つ状態は互いに混合する

|Λ(1405) ⟩ = C3q| uds ⟩+ C5q| udsq̄q ⟩+ CMB|MB ⟩+ · · · (2)

どのようにして重みCiを決定するか？そもそも分解はwell-definedか？

強い相互作用による崩壊

• 興味のあるハドロンは強い相互作用に対し不安定

Pc → J/ψ + p

Tcc → D0 +D0 + π+

Λ(1405)→ π + Σ

安定なハドロンは∼ 20/380

• 不安定状態はハドロン散乱中の共鳴状態として取り扱う
不安定な共鳴状態の “構造”をどう定義するか？
そもそも共鳴 “状態”とは何なのか？

3



σ(E)

E E

δ(E)

π
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Im E

Re E

(a) (b) (c) (d)

H |ψ⟩ = ER |ψ⟩, ER ∈ ℂ

図 3: 共鳴状態の特徴づけの模式図。(a)：散乱断面積 σ(E)のピーク、(b)：位相差 δ(E)が π/2を
切るエネルギー、(c)：散乱振幅の極、(d)：複素エネルギー固有状態。

1.2 共鳴状態
共鳴状態と散乱状態

• 共鳴状態：量子力学的に形成される準安定な “状態”、時間がたつと崩壊する

• シュレディンガー方程式は時間反転対称
↔共鳴状態は崩壊するのみ、つまり時間反転対称でない
解が理論（方程式）の対称性を破る：自発的破れ？

• 崩壊先は散乱状態（連続状態）→散乱理論が必要
例）Λ(1405)→ πΣ：Λ(1405)は πΣ散乱の共鳴状態

• 非弾性散乱と散乱チャンネル

– 弾性散乱：始状態 = 終状態（πΣ→ πΣ）
– 非弾性散乱：異なる終状態へ遷移（πΣ→ K̄N , πΣ→ ππΣ, etc.）
– チャンネル：始状態、終状態を指定する粒子の組（πΣ, K̄N , ππΣ, etc.）

• 閾値：散乱が起こる最低エネルギー（粒子の質量の和）

共鳴の特徴づけ

• 様々な定義：これらの関係は？

– スペクトル/散乱断面積のピーク：図 3(a)

– 位相差（phase shift）δ(E)が π/2を切る：図 3(b)

– 複素エネルギー平面での散乱振幅の極：図 3(c)

– ハミルトニアンの（複素エネルギー）固有状態：図 3(d)
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図 4: 共鳴状態の説明。(a)：束縛状態、(b)：形状共鳴、(c)：フェッシュバッハ共鳴。

形状共鳴とフェッシュバッハ共鳴

• 共鳴状態は大きく 2種に分類される

• 形状共鳴（shape resonance, potential resonance）：図 4(b)

– 1チャンネル散乱問題
典型的なポテンシャル：短距離引力＋斥力障壁

– エネルギーE > 0

– トンネル効果により不安定

• フェッシュバッハ共鳴（Feshbach resonance）：図 4(c)

– チャンネル結合散乱問題
P：entrance channel、Q：closed channel

– P の閾値をE = 0としてQの閾値がE = ∆ > 0

– Qチャンネルの束縛状態が 0 < E < ∆に存在
– Q→ P 遷移により不安定

• 両者は起源が異なる：区別する方法→複合性

1.3 §1のまとめ
• 目標：不安定なハドロン共鳴の内部構造を明らかにしたい

• 共鳴状態のさまざまな特徴づけ→関係を整理する

• 共鳴状態は連続状態に崩壊→散乱理論が必要
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2 量子力学の散乱状態
2.1 基礎事項の確認

• 自然単位系：c = 1, ℏ = 1

SIの単位にするには cや ℏをかけて調整
例）Mp = 940 MeV（自然単位系）
⇒Mp = 940 MeV/c2（SI）≃ 1.7× 10−27 kg

• 波動関数Ψ(r, t) ∈ C
粒子の存在確率 P (r, t) = |Ψ(r, t)|2dr
規格化∫

dr|Ψ(r, t)|2 = 1 (3)

• 時間依存シュレディンガー方程式：波動関数の時間発展

i
∂Ψ(r, t)

∂t
= HΨ(r, t) (4)

• ハミルトニアン（ポテンシャル V 中の質量 µの粒子）

H =
p2

2µ︸︷︷︸
運動項 H0

+ V (r)︸ ︷︷ ︸
ポテンシャル項

(5)

• ポテンシャルが時間に依存しない場合
Ψ(r, t) = ψ(r) exp (−iEt)︸ ︷︷ ︸

時間依存性

(6)

定常状態のシュレディンガー方程式

Hψ(r) = −∇
2

2µ
ψ(r) + V (r)ψ(r) = Eψ(r) (7)

ハミルトニアン演算子に関する固有値方程式
与えられた V (r)に対し微分方程式を解く→固有エネルギーE、波動関数 ψ(r)

• 波動関数の規格化∫
dr|ψ(r)|2 = 1 (8)

• 中心力 V (r) = V (r)の場合
ψ(r) = Rℓ(r)︸ ︷︷ ︸

動径波動関数

Y m
ℓ (r̂)︸ ︷︷ ︸

球面調和関数

, r̂ =
r

r
(9)

ℓ：角運動量の大きさ、非負整数
m：磁気量子数、−ℓ ≤ m ≤ ℓの整数

6



• 動径シュレディンガー方程式Rℓ(r) = uℓ(r)/r

− 1

2µ

d2

dr2
uℓ(r) + V (r)uℓ(r) +

ℓ(ℓ+ 1)

2µr2︸ ︷︷ ︸
遠心力障壁

uℓ(r) = Euℓ(r) (10)

• 動径波動関数の規格化∫ ∞

0

dr|uℓ(r)|2 = 1 (11)

• 2粒子系：粒子 1（位置 r1、質量m1）と粒子 2（位置 r2、質量m2）

HΦ(r1, r2) =

[
p2
1

2m1

+
p2
2

2m2

+ V (r1, r2)

]
Φ(r1, r2) = EΦ(r1, r2) (12)

• ポテンシャルが 2粒子の相対座標 r = r1 − r2のみに依存する場合、

H =
P 2

2M︸︷︷︸
重心

+
p2

2µ
+ V (r)︸ ︷︷ ︸
相対

, Φ(r1, r2) = Ψ(R)ψ(r) (13)

P = p1 + p2, p =
m2p1 −m1p2

m1 +m2

, M = m1 +m2, µ =
m1m2

m1 +m2

(14)

重心系（P = 0）では相対波動関数 ψ(r)は式 (7)に従う

2.2 離散固有状態と連続状態
• 以下全て中心力の場合を考える

• 動径シュレディンガー方程式 (10)は rに関する 2階微分方程式
2つの境界条件（r → 0、r →∞）を与えると解が確定

• r → 0の境界条件

uℓ(r)→ 0 (r → 0) (15)

（r → 0で V (r) ∼ r−2+ϵ(ϵ > 0)と振る舞う）

• r →∞での境界条件：V (r)に応じて決まる

– r →∞で V (r)→∞の場合
例）調和振動子 V (r) ∝ r2、無限に高い井戸（図 5）
r →∞での存在確率が消えることから

uℓ(r)→ 0 (r →∞) (16)

固有状態は離散固有値（とびとびの値）を持つ束縛状態
波動関数は式 (11)の規格化に従う

7



V(r)

r

V(r) V(r)

r r

図 5: ポテンシャルと固有エネルギーの模式図。左：調和振動子ポテンシャル、中：無限に高い
井戸型ポテンシャル、右：クーロンポテンシャル。

– r →∞で V (r) = 0の場合
例）クーロンポテンシャル V (r) ∝ 1/r、相互作用なし V (r) = 0

E < 0に解が存在する場合、束縛状態（離散固有値）、境界条件は式 (16)

任意のE > 0に対して連続固有値を持つ散乱状態が存在
散乱状態は r →∞の境界条件は無し

• 相互作用なし（V (r) = 0）の動径シュレディンガー方程式 (10)の一般解

Rℓ(r) = Ajℓ(pr) + Bnℓ(pr) = C−h−ℓ (pr) + C+h+ℓ (pr), p =
√
2µE (17)

jℓ(pr)球ベッセル関数、原点で正則（j0(z) = sin(z)/z）
nℓ(pr)球ノイマン関数、原点で発散（n0(z) = cos(z)/z）1
h±ℓ (pr)球ハンケル関数（h±0 (z) = e±iz/z）
式 (15)を満たすのは jℓ(pr)

• 3次元シュレディンガー方程式 (7)の一般解

ψ(r) = Ceip·r, p =
√

2µE (18)

運動量 pで進行する平面波、任意のE > 0で解
規格化できないのでCを決定できない∫

dr|ψ(r)|2 = |C|2
∫
dr →∞ (19)

2.3 ハミルトニアンの固有状態としての共鳴
• 共鳴状態の一つの定義：ハミルトニアンの複素エネルギー固有状態

1ノイマン関数の定義はn0(z) = − cos z/zのように−符号付きであることが多いが、散乱理論ではn0(z) = +cos z/z

の定義がよく使われる。
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• 文献 [21]：原子核の α崩壊
固有エネルギーの虚部を手で導入（符号は現在の定義 Im E < 0と逆）

E = E0 + i
hλ

4π
= E0 + i

ℏλ
2

(20)

λ：崩壊定数、崩壊幅 Γ = ℏλ

• 波動関数の時間発展（符号は式 (6)の現在の定義と逆）

Ψ(r, t) ∝ exp{+iEt/ℏ} = exp{+iE0t/ℏ} exp{−λt/2} (21)

存在確率が指数関数的に減少 |Ψ(r, t)|2 ∝ exp{−λt}

• 「エルミート演算子の固有値は実数」と矛盾？
← 演算子の作用する空間（定義域D(H)）を指定する必要がある
c.f. エルミート共役の定義：⟨H†Ψ,Φ⟩ = ⟨Ψ, HΦ⟩, Ψ,Φ ∈ D(H)

– 固有値が実数なのはD(H)がヒルベルト空間のとき（∼ 2乗可積分な関数空間L2(Rd)）∫
dr|Ψ(r, t)|2 <∞ (22)

拡張された定義域ではHは複素固有値を持ちうる
– 2乗可積分でない波動関数の例：平面波 (18)

共鳴は崩壊を通じて散乱状態と結合：2乗可積分でない波動関数を持つ

2.4 井戸型ポテンシャルの散乱解
• s波（ℓ = 0）のシュレディンガー方程式(

− 1

2µ

d2

dr2
+ V (r)

)
u0(r) = Eu0(r), 0 ≤ r ≤ ∞ (23)

• 引力井戸型ポテンシャル（V0 > 0、図 6(a)）

V (r) =

−V0 0 ≤ r ≤ b

0 b < r
(24)

• 一般解（境界条件なし）

u0(r) ∝

e±ikr 0 ≤ r ≤ b, k =
√

2µ(E + V0)

e±ipr b < r, p =
√
2µE

(25)

9



V(r)

r

−V0

b

V(r)

r

+V0

b

(a) (b)

図 6: 幅 bの角型ポテンシャル。(a)：深さ V0の引力、(b)：高さ V0の斥力。

• 散乱解（r → 0での境界条件 (15)）

u0(r) =

C sin(kr) 0 ≤ r ≤ b

A−(p)e−ipr + A+(p)e+ipr b < r
(26)

A±(p) =
C

2

[
sin(kb)∓ ik

p
cos(kb)

]
e∓ipb (27)

– 散乱解は規格化できない（r →∞で 0にならない）
→ 全体の規格化Cは任意

– A±(p)は u0と du0/drの r = bでの連続性で決まる

• 散乱解は任意のE > 0でシュレディンガー方程式 (23)を満たす：連続固有状態

• e±iprは±r方向に進む波：A+（A−）は外向き（内向き）の波の振幅

• 相互作用なしの波動関数（r → 0での境界条件 (15)）

u0(r) = C sin(pr) (28)

相互作用ありの波動関数 (26)はD sin(pr + δ)と書ける
→相互作用によって遠方で位相のずれ δが生じる

2.5 §2のまとめ
• 動径シュレディンガー方程式の離散固有状態：r → 0と r →∞の境界条件、規格化できる

• 離散固有状態：r → 0の境界条件、規格化できない

• 散乱波動関数は外向き波と内向き波の線形結合
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3 共鳴状態の波動関数
3.1 井戸型ポテンシャルの束縛解

• 離散固有状態は r → 0と r →∞両方の境界条件を課すことで得られる

• 束縛状態の解：固有エネルギーはE < 0⇔固有運動量 p =
√
2µEは純虚数

p = iκ, κ > 0 (29)

とすると、r →∞の波動関数は

u0(r) = A−(iκ)e+κr + A+(iκ)e−κr (r →∞) (30)

• 境界条件：u0(r)が 2乗可積分 → 発散する成分 e+κrを消去

A−(iκ) = 0 (31)

p = iκに対して、内向きの波（e−ipr）が消えて外向きの波（e+ipr）のみになる

• A−(p) = 0：外向き（Siegert）境界条件 [22]

tan(
√
p2 + 2µV0 b) = −i

√
p2 + 2µV0

p
(32)

p = iκを代入すると通常の井戸型ポテンシャルの解の条件 κ = −k cot(kb)

3.2 井戸型ポテンシャルの共鳴解
• 束縛状態：pが純虚数で式 (32)を満たす解
↔物理的な散乱は実で正の pで起こる
⇒束縛解は (32)の解析接続から得られる

• 共鳴状態：pが複素数で式 (32)を満たす解

• 引力井戸型ポテンシャルは無限個の共鳴解を持つ [23, 8]

表 1：V0 = 10µ−1b−2の場合の式 (32)の数値解
複素 p平面で 1/|A−(p)|をプロットしたときの極（図 7、左）

• 固有運動量の虚部が負

p = pR − ipI , pR, pI > 0 (33)

波動関数の振る舞い

u0(r)→ A+(p)eipr ∝ eipRr︸︷︷︸
振動

e+pIr︸ ︷︷ ︸
増大

(34)

u0(r)は r →∞で振動しながら発散、2乗可積分でない（図 7、右）
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表 1: 式 (32)で V0 = 10µ−1b−2の場合の数値解（引力井戸型ポテンシャルの離散固有状態）。

p [b−1] E = p2/(2µ) [µ−1b−2]

束縛状態 B + 3.68i − 6.78

第 1共鳴 R1 1.06− 1.02i 0.05− 1.08i

第 2共鳴 R2 6.29− 1.41i 18.8 − 8.86i

第 3共鳴 R3 9.90− 1.69i 47.6 − 16.8i
...

� � ��

-�

-�

�

�

� B

R1

R2 R3

Re p [b−1]

Im
p

[b
−1

]

��� ��� ��� ��� ��� ���

���

���

���

	��
Re

χ(
r)

[b
−1

/2
]

r [b]

図 7: 左：V0 = 10µ−1b−2の場合の井戸型ポテンシャル (24)の 1/|A−(p)|の等高線プロット。右：
第 3共鳴R3の波動関数の実部。

3.3 §3のまとめ
• 離散固有状態 ← 外向き境界条件

• 共鳴：ハミルトニアンの複素エネルギー固有状態
(束縛と同じ、固有運動量の解析接続)

• 共鳴の波動関数は r →∞で発散
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4 共鳴状態と期待値
4.1 束縛状態と期待値

• 束縛状態のブラケット表示

H|B ⟩ = −B|B ⟩ (35)

B > 0：束縛エネルギー

• 座標表示波動関数

⟨ r |B ⟩ = ψB(r), ⟨B | r ⟩ = [ψB(r)]
∗ (36)

• 規格化

⟨B |B ⟩ = 1 (37)

確認：完全系

1 =

∫
dr| r ⟩⟨ r | (38)

より

⟨B |B ⟩ =
∫
dr ⟨B | r ⟩⟨ r |B ⟩ =

∫
dr [ψB(r)]

∗ψB(r) =

∫ ∞

0

dr |u0(r)|2 = 1 (39)

• 規格化された束縛状態による演算子Oの期待値

⟨O⟩ = ⟨B |O|B ⟩ =
∫
dr ⟨B | r ⟩⟨ r |O|B ⟩ =

∫ ∞

0

dr [u0(r)]
∗Ou0(r) (40)

4.2 ゼロレンジ極限
• 引力井戸型ポテンシャルの束縛解：p = iκ、式 (26)、(31)より

u0(r) =

C sin(kr) 0 ≤ r ≤ b

A+(iκ)e−κr b < r
(41)

解の条件

κ = −k cot(kb), κ =
√

2µB, k =
√

2µ(V0 − B) (42)

• ポテンシャルの変形と束縛エネルギー

– 井戸の幅 bを固定し深さ V0を増やす：引力増加でB増加
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– 井戸の深さ V0を固定し幅 bを減らす：引力減少でB減少

• 井戸の幅 bを減らしつつBを変えないように深さ V0を増やす：√
2µ(V0 − B) cot(

√
2µ(V0 − B)b) =

√
2µ(V ′

0 − B) cot(
√

2µ(V ′
0 − B)b′) (43)

を満たすように b→ b′、V0 → V ′
0 とする

• b′ → 0：ゼロレンジ極限
V ′
0 が有限だと右辺は発散、左辺は有限
→右辺全体が有限になるように V ′

0 →∞となる
ポテンシャルは δ関数になる

• ゼロレンジ極限の波動関数

u0(r) = A+(iκ)e−κr (0 < r) (44)

規格化

1 = |A+(iκ)|2
∫ ∞

0

dr e−2κr = |A+(iκ)|2
[
e−2κr

−2κ

]∞
0

=
|A+(iκ)|2

2κ
(45)

位相は任意なので正の実数を選択すると

A+(iκ) =
√
2κ ⇒ u0(r) =

√
2κ e−κr (46)

• r → 0の境界条件？

u0(0) =
√
2κ ̸= 0 (47)

u0(0) = 0⇐ r → 0で V (r) ∼ r−2+ϵ(ϵ > 0)と振る舞う（ハミルトニアンが自己共役）
3次元 δ関数ポテンシャルは原点での特異性が強く正則化が必要
接触相互作用の非相対論的有効場の理論の繰り込みに相当

• エネルギーの期待値：式 (10)、(40)より

⟨H⟩ =
∫ ∞

0

dr
√
2κe−κr

(
− 1

2µ

d2

dr2

)√
2κe−κr = − 1

2µ
2κ

∫ ∞

0

dr e−κr(−κ)2e−κr

= −κ
2

2µ
= −B (48)

• 平均 2乗半径 [25]

⟨r2⟩ = 2κ

∫ ∞

0

dr r2e−2κr = 2κ

∫ ∞

0

dr

(
−1

2

d

dκ

)2

e−2κr =
κ

2

d2

dκ2
1

2κ
=

1

2κ2
(49)

波動関数の広がりはオーダー 1/κの長さスケール
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4.3 ゼロレンジ極限の共鳴波動関数
• 複素エネルギー固有状態 |R ⟩

H|R ⟩ =
(
ER −

iΓR

2

)
|R ⟩ (50)

ER > 0：共鳴エネルギー、ΓR > 0：崩壊幅

• ゼロレンジ極限の波動関数

u0(r) = A+(p)eipr, p =

√
2µ

(
ER −

iΓR

2

)
(51)

• ER > 0かつ ΓR > 0のとき（c.f.式 (33)）

p = pR − ipI , pR, pI > 0 (52)

• 通常の規格化

⟨ r |R ⟩ ∝ u0(r) ∝ eipr = eipRre+pIr (53)

⟨R | r ⟩ ∝ [u0(r)]
∗ ∝ e−ip∗r = e−i(pR+ipI)r = e−ipRre+pIr (54)

より規格化できない

⟨R |R ⟩ ∝
∫ ∞

0

dr e2pIr →∞ (55)

• ⟨R |の固有値：式 (50)に対し

⟨R |H =

(
ER +

iΓR

2

)
⟨R | (56)

座標表示で確認：(
− 1

2µ

d2

dr2

)
e−ip∗r = −(−ip∗)2

2µ
e−ip∗r =

(p∗)2

2µ
e−ip∗r =

(
p2

2µ

)∗

e−ip∗r (57)

⟨R |は |R ⟩と異なる固有値を持つ
エルミートでない演算子に対しては、左固有ベクトルは右固有ベクトルの共役でない

• ガモフベクトル ⟨ R̃ |：|R ⟩と同じ複素固有値を与える左固有ベクトル

⟨ R̃ |H =

(
ER −

iΓR

2

)
⟨ R̃ | (58)

⟨ R̃ | r ⟩ = u0(r) ∝ eipr (59)
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4.4 共鳴波動関数の規格化と期待値
• 共鳴状態の規格化条件

⟨ R̃ |R ⟩ =
∫ ∞

0

dr [u0(r)]
2 = 1 (60)

絶対値でなく複素数の 2乗

• 座標表示：一見発散している？

⟨ R̃ |R ⟩ = [A+(p)]2
∫ ∞

0

dr e2ipr = [A+(p)]2
∫ ∞

0

dr e2ipRr e+2pIr︸ ︷︷ ︸
増大

(61)

• Zel’dovich正則化（解析接続）[24]

J(z) =

∫ ∞

0

dr ezr =


−1

z

π

2
< arg z <

3π

2

収束しない 0 ≤ arg z ≤ π

2
,
3π

2
≤ arg z < 2π

(62)

J̄(z) = lim
ε→0

∫ ∞

0

dr e−εr2ezr =


−1

z

π

4
< arg z <

7π

4

収束しない 0 ≤ arg z ≤ π

4
,
7π

4
≤ arg z < 2π

(63)

• 共鳴状態の波動関数∫ ∞

0

dr e2ipr =
1

−2ip
(64)

A+(p) =
√
−2ip ⇒ u0(r) =

√
−2ip eipr (65)

共鳴波動関数の位相は任意に選べない
p = iκで式 (46)に帰着

• 演算子の期待値

⟨O⟩ = ⟨ R̃ |O|R ⟩ =
∫ ∞

0

dr u0(r)Ou0(r) (66)

• エネルギー：式 (50)、(60)

⟨H⟩ = ⟨ R̃ |H|R ⟩ = ⟨ R̃ |
(
ER −

iΓR

2

)
|R ⟩ =

(
ER −

iΓR

2

)
⟨ R̃ |R ⟩ = ER −

iΓR

2
(67)

• 平均 2乗半径 [25]

⟨r2⟩ = (−2ip)
∫ ∞

0

dr eiprr2eipr = (−2ip)
(

1

2i

d

dp

)2 ∫ ∞

0

dr e2ipr =
1

−2p2
∈ C (68)

有限だが半径が複素数？解釈は確定していない
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5 散乱理論の基礎
5.1 準備
系の定義

• 区別できる粒子 1、粒子 2（質量m1、m2）の量子力学的散乱

• ハミルトニアンH = H0 + V（H0：運動項、V：ポテンシャル）

• 空間 3次元、非相対論的、ℏ = 1

• 内部自由度（スピン、フレーバーなど）なし

• 弾性散乱（始状態=終状態、チャンネル結合なし）

• 回転対称性 ⇔ 球対称ポテンシャル V (r)⇔ [H,L] = 0

• 短距離力（遠方 r →∞でポテンシャル V (r)が十分はやく消える）

散乱のキネマティクス

• キネマティクスは相対運動量で指定（図 8）

– 始状態：p（式 (14)より重心系では p1 = p, p2 = −p）
– 終状態：p′

• 弾性散乱では運動量の大きさが不変：p ≡ |p| = |p′|

• 散乱過程を特徴づけるパラメーターは 2つ

– 散乱角

cos θ =
p · p′

p2
(69)

– 散乱エネルギー（または運動量 p）

E =
p2

2µ
(70)

• 物理的な散乱はE > 0、p > 0で起こる2

• 波動関数はエネルギーEの定常状態シュレディンガー方程式を解いて得られる（§3）

2物理的な散乱には E、pどちらを用いても良いが、複素平面への解析接続を考える際には以下で与えらえる S 行
列や散乱振幅は pの有理型関数として考える。
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−pp

p′ 

−p′ 
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図 8: 散乱のキネマティクスの模式図。

状態ベクトル

• 運動量表示：始状態 |p ⟩、終状態 ⟨p′ |、規格化は

⟨p′ |p ⟩ = δ3(p′ − p) (71)

H0の固有状態（漸近状態）、H0|p ⟩ =
p2

2µ
|p ⟩

式 (38)より座標表示の波動関数は平面波 ⟨ r |p ⟩ = eip·r/(2π)3/2

• 角運動量表示：始状態 |E, ℓ,m ⟩、終状態 ⟨E ′, ℓ′,m′ |、規格化は

⟨E ′, ℓ′,m′ |E, ℓ,m ⟩ = δ(E ′ − E)δℓ′ℓδm′m (72)

• 両者の関係：

⟨p′ |E, ℓ,m ⟩ = 1
√
µp
δ(E ′ − E)Y m

ℓ (p̂′), p̂ =
p

p
(73)

5.2 散乱振幅
• 散乱演算子：始状態と終状態の遷移

S = Ω†
−Ω+ = lim

t→+∞
[eiH0te−iHt] lim

t→−∞
[eiHte−iH0t] (74)

Ω±：Møller演算子

• S行列要素（S行列とも呼ばれる）：sℓ(E) ∈ C

⟨E ′, ℓ′,m′ |S|E, ℓ,m ⟩ = δ(E ′ − E)δℓ′ℓδm′msℓ(E) (75)

• 位相差：δℓ(E) ∈ R

sℓ(E) = exp{2iδℓ(E)} (76)
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• T 行列：t(p′ ← p) ∈ C

⟨p′ |(S− 1)|p ⟩ = −2πiδ(E ′ − E)t(p′ ← p) (77)

• 散乱振幅：f(E, θ) ∈ C

f(E, θ) = −(2π)2µ t(p′ ← p)

=
∑
ℓ

(2ℓ+ 1)fℓ(E)Pℓ(cos θ) (部分波展開) (78)

S行列のとの関係（p = √2µE）

fℓ(E) =
sℓ(E)− 1

2ip
(79)

• sℓ, δℓ, fℓは部分波 ℓごとにEのみの関数

5.3 ヨスト関数
散乱振幅と波動関数との関係

• Riccati関数

– V = 0の 3次元波動関数 ψ(r)：

ψ(r) = [Ajℓ(pr) + Bnℓ(pr)]Y
m
ℓ (r̂) = [C−h−ℓ (pr) + C+h+ℓ (pr)]Y

m
ℓ (r̂) (80)

jℓ(z) [nℓ(z)]：球ベッセル（ノイマン）関数、h±(z)：球ハンケル関数
– 動径波動関数 uℓ(r) ∝ rψ(r)

– Riccati-Bessel/Neumann関数：uℓ(r)を展開するのに便利

ĵℓ(z) = zjℓ(z), n̂ℓ(z) = znℓ(z), (81)

– Riccati-Hankel関数

ĥ±ℓ (z) = zh±ℓ (z)→ exp{±i(z − ℓπ/2)} z →∞ (82)

つまり ĥ+ℓ (pr) ∼ e+ipr（ĥ−ℓ (pr) ∼ e−ipr）は外向き（内向き）の波

• Regular solution ϕℓ,p(r)：固有運動量 pの uℓ(r)を以下のように規格化
ϕℓ,p(r)

ĵℓ(pr)
→ 1 (r → 0) (83)

ϕℓ,p(r)→ 0に加えて、大きさ（原点での傾き）も指定
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• ϕℓ,p(r)の r →∞での漸近形：V = 0なのでRiccati関数の線形結合でかける

ϕℓ,p(r)→
i

2

[
f
ℓ
(p)ĥ−ℓ (pr)− [f

ℓ
(p)]∗ĥ+ℓ (pr)

]
(r →∞) (84)

原点での傾きが実数で、動径シュレディンガー方程式は iを含まないため ϕℓ,p(r)は実数
⇒ ϕℓ,p(r) = C−ĥ−ℓ (pr) + C+ĥ+ℓ (pr)のときC+ = [C−]∗（[ĥ±(z)]∗ = ĥ∓(z)）

• ヨスト（Jost）関数 f
ℓ
(p)：内向き波の振幅 ← 式 (82)

f
ℓ
(p) = 1 +

2µ

p

∫ ∞

0

dr ĥ+ℓ (pr)V (r)ϕℓ,p(r), (85)

• 外向き境界条件=ヨスト関数 f
ℓ
(p)のゼロ点

• ヨスト関数は pの解析関数（∼多項式、特異性を持たない）3

• f
ℓ
(p)の pが小さい時の展開：積分表示 (85)を用いて以下が示せる

f
ℓ
(p) = 1 + [αℓ + βℓp

2 +O(p4)]︸ ︷︷ ︸
p の偶数べき

+i [γℓp
2ℓ+1 +O(p2ℓ+3)]︸ ︷︷ ︸

p の奇数べき

, αℓ, βℓ, γℓ, · · · ∈ R (86)

• ヨスト関数の複素共役（複素 pに解析接続） ← 式 (86)[
f
ℓ
(p)
]∗

= f
ℓ
(−p∗) (87)

⇒物理的な散乱 (p > 0)の場合、式 (88)は

ϕℓ,p(r)→
i

2

[
f
ℓ
(p)ĥ−ℓ (pr)− f ℓ(−p)ĥ

+
ℓ (pr)

]
(r →∞) (88)

具体例

• s波（ℓ = 0）の場合：ĵ0(pr) = sin(pr)、ĥ±0 (pr) = e±ipr

• §2.4の井戸型ポテンシャルの解 (26)

u0(r)→ C sin(kr) = Ckr +O(r3)

• 式 (83)の規格化：ĵ0(pr) = pr +O(r3)より

ϕℓ,p(r) = u0(r)
∣∣∣
C= p

k

• 井戸型ポテンシャルのヨスト関数
i

2
f 井戸
0

(p) = A−(p)
∣∣∣
C= p

k

f 井戸
0

(p) =
[
cos(kb)− i p

k
sin(kb)

]
eipb

3厳密には式 (85)からポテンシャルの性質によって複素 p平面で解析的な領域が決まる。
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6 散乱理論と共鳴状態
6.1 散乱振幅の極としての共鳴

• §3：共鳴はハミルトニアンの離散固有状態 ← 外向き境界条件

• §5：外向き境界条件はヨスト関数のゼロ点 f
ℓ
(p) = 0

• 波動関数による S行列：入射（内向き）波で規格化された散乱（外向き）波の振幅

uℓ(r)→ ĥ−ℓ (pr)− sℓ(p)ĥ
+
ℓ (pr) (r →∞) (89)

式 (88)と比較すると S行列がヨスト関数で表される

sℓ(p) =
f
ℓ
(−p)
f
ℓ
(p)

(90)

⇒ 離散固有状態は S行列の極で表される

• 散乱振幅：式 (79)より

fℓ(p) =
sℓ(p)− 1

2ip
=
f
ℓ
(−p)− f

ℓ
(p)

2ipf
ℓ
(p)

(91)

⇒ 離散固有状態は散乱振幅の極で表される（図 9）

• sℓ(p)、fℓ(p)は pの有理型関数（∼多項式/多項式、極以外の特異性を持たない）

6.2 固有エネルギーとリーマン面
• 物理的領域 p > 0で定義された f

ℓ
(p)、sℓ(p)、fℓ(p)を複素平面に解析接続

• 複素運動量 p、複素エネルギーE

p = |p|eiθp , E = |E|eiθE (92)

S行列、散乱振幅の極

|sℓ(p) | → ∞

- 束縛状態 (E < 0)

- 共鳴状態 (E ∈ ℂ)

外向き波のみのシュレディンガー
方程式の固有状態 E (p = 2μE)

ヨスト関数の零点
| fℓ(p) | → ∞p = iκ (κ > 0)

p ∈ ℂ (Im p < 0)

⇔ ⇔

p E(I) E(II)

(a) (b) (c)

Re

Im

Re

Im

Re

Im

RR̄ R

R̄

V V

B

B

図 10: 複素平面の極。(a)：複素 p平面、(b)：複素E平面（第 1リーマン面）、(c)：複素E平面（第 2リー
マン面）。B、V、R、R̄はそれぞれ束縛状態、virtual状態、共鳴状態、Anti-resonanceを表す。

4.3 固有状態の分類
• ハミルトニアンの固有状態：ヨスト関数のゼロ点 f !(p) = 0

• 式 (21)より、f !(p) = 0のとき

f !(−p∗) = [f !(p)]∗ = 0

⇒ pが解なら−p∗（虚軸に対して対称な点）も解

• p = −p∗の解（虚軸上）

– 束縛状態（bound state, B）：図 10の×

Re [pB] = 0, Im [pB] > 0

エネルギーEB は実で負（第 1リーマン面）

– Virtual状態（anti-bound state, V）：♦

Re [pV ] = 0, Im [pV ] < 0

エネルギーEV は実で負（第 2リーマン面）
極の留数（∼ノルム）が負：物理的自由度ではない？[29]

• p &= −p∗の解（必ず対で出る）

– 解は pの下半面にのみ存在
←複素Eは波動関数が 2乗可積分でない場合のみ許される

– 共鳴状態（resonance, R）：(

Re [pR] > 0, Im [pR] < 0

エネルギーはRe [ER] > 0、Im [ER] < 0（第 2リーマン面）

21

図 9: 共鳴状態の種々の条件。波動関数の外向き境界条件は、ヨスト関数のゼロ点を通じて散乱振
幅の極と関係している。文献 [1]から引用。
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p E(I) E(II)
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Im

RR̄ R

R̄
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B

B

図 10: 複素平面の極。(a)：複素 p平面、(b)：複素E平面（第 1リーマン面）、(c)：複素E平面
（第 2リーマン面）。B、V、R、R̄はそれぞれ束縛状態、virtual状態、共鳴状態、Anti-resonance。

• 関係

E =
p2

2µ
=
|p|2

2µ
e2iθp ⇒ |E| = |p|

2

2µ
, 2θp = θE (93)

– θpが 0→ 2π変化するとき、θEは 0→ 4πと動く
– pと−p（θpと θp + π）は同じEに写像される

• pの有理型関数（sℓ(p)、fℓ(p)）はEの 2枚のリーマン面上で定義される
0 ≤ θE < 2π：Eの第 1リーマン面（pの上半面 0 ≤ θp < π）
2π ≤ θE < 4π：Eの第 2リーマン面 （pの下半面 π ≤ θp < 2π）

• 複素 p、E平面：図 10

E平面の実軸上に cut（E = 0に branch point）

6.3 固有状態の分類
• ハミルトニアンの固有状態：ヨスト関数のゼロ点 f

ℓ
(p) = 0

• 式 (87)より、f
ℓ
(p) = 0のとき

f
ℓ
(−p∗) = [f

ℓ
(p)]∗ = 0 (94)

⇒ pが解なら−p∗（虚軸に対して対称な点）も解

• p = −p∗の解（虚軸上）

– 束縛状態（bound state, B）：図 10の×

Re [pB] = 0, Im [pB] > 0 (95)

エネルギーEBは実で負（第 1リーマン面）

22



– Virtual状態（anti-bound state, V）：♢

Re [pV ] = 0, Im [pV ] < 0 (96)

エネルギーEV は実で負（第 2リーマン面）
極の留数（∼ノルム）が負：物理的自由度ではない？[26]

• p ̸= −p∗の解（必ず対で出る）

– 解は pの下半面にのみ存在
←複素Eは波動関数が 2乗可積分でない場合のみ許される

– 共鳴状態（resonance, R）：△

Re [pR] > 0, Im [pR] < 0 (97)

エネルギーはRe [ER] > 0、Im [ER] < 0（第 2リーマン面）
– Anti-resonance（R̄）：▽

Re [pR̄] < 0, Im [pR̄] < 0 (98)

共鳴状態と対になって存在
時間と共に増大する解 [27]（共鳴の “共役”）

6.4 共鳴状態と観測量
• 実験で調べられるのは実エネルギーのみ

• 部分波 ℓにあるE = ER =MR − iΓR/2の共鳴極が観測量に与える影響

• 散乱振幅をE = ERのまわりでローラン展開

fℓ(E) = fℓ,BW(E) + fℓ,BG(E), (99)

Breit-Wigner項 fℓ,BW(E)：共鳴極の寄与

fℓ,BW(E) =
ZR

E − ER

=
ZR(E −MR − iΓR/2)

(E −MR)2 + Γ2
R/4

, ZR = − ΓR

2pR
(100)

非共鳴項 fℓ,BG(E)：E = ERで解析的

• 実エネルギーE ∼MRでは fℓ,BW(E)の寄与が大きくなる（特に幅 ΓRが狭い場合）

• fℓ,BG(E)が小さく無視できると仮定した場合

fℓ(E) ≈ fℓ,BW(E) (fℓ,BG(E)→ 0). (101)
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• 実エネルギーでの共鳴現象
（fℓ,BG(E)を無視した場合にのみ成立）

(i) E =MRでRe [fℓ(E)] = 0かつ Im [fℓ(E)]が極大
← Z = −ΓR/(2p) < 0と式 (100) （留数Zは実軸上で与えられる）

(ii) 散乱断面積 σ(E)がE =MRでピークを持つ
← (i)と光学定理

(iii) 位相差 δℓ(E)が急速に増加しE =MRで π

2
を切る

← 式 (79)よりRe [fℓ(MR)] = 0のとき Im [sℓ(MR)] = 0

相互作用無し（δℓ = 0）以外で Im [sℓ(MR)] = 0となるためには δℓ = π/2 (modulo π)

• fℓ,BG(E)が無視できない場合、干渉項が影響
|fℓ(E)|2 = |fℓ,BW(E)|2 + |fℓ,BG(E)|2 + 2Re [fℓ,BW(E)f ∗

ℓ,BG(E)], (102)

• 単にピークを fitするのではなく精密な解析で共鳴極を決定することが重要

6.5 有効レンジ展開
• 散乱振幅 fℓ(p)：(79)より

fℓ(p) =
sℓ(p)− 1

2ip
=

p2ℓ

p2ℓ+1 cot δℓ(p)− ip2ℓ+1
(103)

• 有効レンジ展開：ヨスト関数の展開 (86)より低エネルギー（p小）では
p2ℓ+1 cot δℓ(p) = −

1

aℓ
+
rℓ
2
p2 +O(p4) (104)

• s波（ℓ = 0）の場合
f0(p) =

1

− 1

a0
+
r0
2
p2 +O(p4)− ip

(105)

a0：散乱長（scattering length）、ハドロン物理では逆符号が使われることもある
r0：有効レンジ（effective range）∼相互作用距離、ただし負になることもある

• 低エネルギー散乱：pの高次項が無視できる場合
f0(p) ≈

1

−1/a0 − ip
(106)

極を p =
i

a0
に持つ

– a0 > 0：上半面の極、束縛状態、E = − 1

2µa20

– a0 < 0：下半面の極、Virtual状態、E = − 1

2µa20
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7 チャンネル結合とフェッシュバッハ共鳴
7.1 概要

• フェッシュバッハ共鳴：チャンネル結合散乱問題での共鳴状態

• フェッシュバッハの原論文 [28, 29]：複合核反応の理論（図 11、左）

• 冷却原子系での実現 [30]：外部磁場による散乱長 a0の制御（図 11、右）
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Unified Theory of Nuclear Reactions* 

HERMAN FESHBACH 

Department of Physics and Laboratory for Nuclear Science, Massachusetts Institute of 
Technology, Cambridge, Massachusetts 

A new formulation of the theory of nuclear reactions based on the properties 
of a generalized “optical” potential is presented. The real and imaginary part 
of this potential satisfy a dispersion type relation while its poles give rise to 
resonances in nuclear reactions. A new derivation of the Breit-Wigner formula 
is given in which the concept of channel radius is not employed. This deriva- 
tion is extended to the case of overlapping resonances. These results can then 
be employed to obtain the complex potential well model for pure elastic scatter- 
ing. This potential well is shown to become real as the average width of the 
resonances increases. Reactions as well as elastic scattering are treated. Con- 
sidering the former process in an isolated resonance, we obtain a nonresonant 
term analogous to the familiar potential scattering term of elastic scattering. 
This is just the direct interaction term which thus appears automatically in 
this formalism. Upon performing the appropriate energy averages over res- 
onances, the complex potential well model is generalized so as to include 
inelastic scattering. The effects of the identity of nucleons is investigated. It is 
shown that our formalism is valid as long as the exit channels can at most 
contain one nucleon. 

I. INTRODUCTION 

By this time it has become abundantly clear that many differing aspects of 
the nucleon-nucleus interaction show up in nuclear reactions and scattering. 
There is consequently a multiplicity of descriptions of nuclear reactions which 
are brought to mind by the terms compound nucleus, the statistical hypothesis, 
optical model and direct and surface interaction. Since all the phenomena charac- 
terized by these concepts are general properties of the many body system (1) 
it should be possible to develop a theory of nuclear reactions from which each 
of these phenomena can be abstracted in a natural and straight forward fashion. 
It is the purpose of this paper to present such a formalism. 

This program has been carried out in part by Thomas (S), Bloch (S) who 
employ a suitably modified form of the Wigner (4) theory of nuclear resonances 
and by Brown and Dominicis (5) who work with the Kapur-Peierls (6) formalism. 
The present paper is based on a new formulation of resonance theory which 
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about 80% of the atoms were lost. This, coupled with the stability
and finite programming speed of the power supplies, limited the
ramp rates to those given above.
The observation of twin resonances separated by 54 ! 1G, with

the weaker one at lower field, exactly matches the theoretically
predicted pattern and thus strongly confirms our interpretation. No
resonance phenomenawere observed in the jmF ¼ " 1〉 state at any
field up to 1,000G, in agreement with theory which predicted
resonances for this state only at much higher fields.

Changing the scattering length
The trap loss measurements easily located the Feshbach resonances.
To measure the variation of the scattering length around these
resonances, we determined the interaction energy of a trapped
condensate. This was done by suddenly switching off the trap,
allowing the stored interaction energy to be converted into the
kinetic energy of a freely expanding condensate and measuring it by
time-of-flight absorption imaging1,2,21. The interaction energy is
proportional to the scattering length and the average density of the
condensate 〈n〉:

EI =N ¼
2p 2

m
a 〈n〉 ð2Þ

where N is the number of condensed atoms of mass m. For a large
condensate the kinetic energy in the trap is negligible (Thomas–
Fermi limit), and EI is equal to the kinetic energy EK of the freely
expanding condensate EK =N ¼ mv2rms=2, where vrms is the root-
mean-square velocity of the atoms. For a three-dimensional har-

monic oscillator potential one finds 〈n〉 # NðNaÞ" 3=5 (ref. 23) (We
note that, for a general power-law potential Sicix

pi
i , one obtains

〈n〉 # NðNaÞk" 1, where k ¼ 1=ð1 þ Si1=piÞ). Thus, the value of the
scattering length scales as:

a #
v5rms

N
ð3Þ

Both vrms andN can be directly evaluated from absorption images of
freely expanding condensates. For a cigar-shaped condensate the
free expansion is predominantly radial, and so the contribution of
the axial dimension to vrms could be neglected. The quantity v5rms/N
(equation (3)), normalized to unity outside the resonance, should
be identical to a/ã (equation (1)). This quantity was measured
around the resonance at 907G and is shown in Fig. 2b together with
the theoretical prediction of a resonance with width ∆ ¼ 1G. The
data clearly displays the predicted dispersive shape and shows
evidence for a variation in the scattering length by more than a
factor of ten.
We nowdiscuss the assumptions for equation (3) and show that it

is approximately valid for our conditions. (1) We assumed that the
condensate remains in equilibrium during the magnetic field ramp.
This is the case if the adiabatic condition ȧ=ap qi holds for the
temporal change of the scattering length16, and a similar condition
for the loss of atoms (the qi are the trapping frequencies). For the
condensate’s fast radial dynamics (qr ! 2p $ 1:5 kHz) this con-
dition is fulfilled, whereas for the slower axial motion
(qz ! 2p $ 0:1 kHz) it breaks down close to or within the reso-
nance. In this case the density would approach the two-dimensional
scaling N(Na)−1/2, but the values for a/ã (Fig. 2b) would differ by at
most 50%. (2) The second assumption was a three-dimensional
harmonic trap. If the axial potential has linear contributions, the
density scales instead like N(Na)−2/3 resulting in at most a 50%
change for a/ã. (3) We assumed that contributions of collective
excitations to the released energy were small. Axial striations were
observed in free expansion for both jmF ¼ þ1〉 and jmF ¼ " 1〉
atoms (probably created by the changing potential during the fast
magnetic field ramp). However, the small scatter of points outside
the resonance in Fig. 2b, which do not show any evidence of
oscillations, suggests that the contribution of excitations to the
released energy is negligible. (4) We assumed a sudden switch-off of
the trap and ballistic expansion. The inhomogeneous bias field
during the first 1–2ms of free expansion accelerated the axial
expansion, but had a negligible effect on the expansion of the
condensate in the radial direction, which was evaluated for Fig. 2b.
None of the corrections (1)–(4) discussed above affect our

conclusion that the scattering length varies dispersively near a
Feshbach resonance. More accurate experiments should be done
with a homogeneous bias field. In addition, an optical trap with
larger volume and lower density would preclude the need to ramp
the field quickly because three-body recombination would be
reduced.
The trap losses observed around the Feshbach resonances merit

further study as they might impose practical limits on the possi-
bilities for varying the scattering length. An increase of the dipolar
relaxation rate near Feshbach resonances has been predicted6,7, but
for atoms in the lowest hyperfine state no such inelastic binary
collisions are possible. Therefore, the observed trap loss is probably
due to three-body collisions. In this case the loss rate is characterized
by the coefficient K3, defined as Ṅ=N ¼ "K3〈n2〉. So far, there is no
theoretical work onK3 near a Feshbach resonance. An analysis based
on Fig. 2 shows that K3 increased on both sides of the resonance,
because the loss rate increased while the density decreased or stayed
constant. In any case, the fact that we observed Feshbach resonances
at high atomic densities ("1015 cm−3) strongly enhanced this loss
process, which can be avoided with a condensate at lower density in
a modified optical trap. Control of the bias field with a precision
better than "10−4 will be necessary to achieve negative or extremely
large values of the scattering length in a stable way.
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Figure 2 Observation of the Feshbach resonance at 907G using time-of-flight

absorption imaging.a, Numberof atoms in the condensate versusmagnetic field.

Field values above the resonance were reached by quickly crossing the

resonance from below and then slowly approaching from above. b, The

normalized scattering length a=ã # v 5
rms=N calculated from the released energy,

together with the predicted shape (equation (1), solid line). The values of the

magnetic field in the upper scan relative to the lower one have an uncertainty of

%0.5G.

図 11: 左：フェッシュバッハの原論文、H. Feshbach, Ann. Phys. 5, 357 (1958)。右：磁場による
冷却原子系の散乱長の制御、S. Inouye, Nature (London) 5392, 151 (1998)より引用。

7.2 2チャンネルハミルトニアン
• チャンネルは P、Qの 2つ、P の閾値をエネルギーの原点Eth(P ) = 0とする [31]

• 行列形式のシュレディンガー方程式

H|ψ ⟩ = E|ψ ⟩ (107)

H =

(
HPP HPQ

HQP HQQ

)
=


p2

2µP

+ VP Vt

Vt
p2

2µQ

+∆+ VQ

 , |ψ ⟩ =

(
|P ⟩
|Q ⟩

)
(108)

– VP , VQ：チャンネル内ポテンシャル（図 4）、r →∞で消える
– Vt：チャンネル遷移ポテンシャル（P ↔ Q）
– ∆ > 0：閾値エネルギー差Eth(Q)− Eth(P )

– 0 < E < ∆のエネルギー領域：P が openチャンネル、Qが closedチャンネル
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• チャンネル P の有効ハミルトニアン：|Q ⟩を消去
式 (107)の下成分より

HQP |P ⟩+HQQ|Q ⟩ = E|Q ⟩

HQP |P ⟩ = (E −HQQ)|Q ⟩

|Q ⟩ = (E −HQQ)
−1HQP |P ⟩

式 (107)の上成分に代入

HPP |P ⟩+HPQ|Q ⟩ = E|P ⟩

HPP |P ⟩+HPQ(E −HQQ)
−1HQP |P ⟩ = E|P ⟩

より

Heff(E)|P ⟩ = E|P ⟩, (109)

Heff(E) = HPP +HPQ(E −HQQ)
−1HQP (110)

Heff はQの効果をくりこんだ P の有効ハミルトニアン

– 式 (109)は P の 1チャンネル（行列でない）シュレディンガー方程式
– 近似は行なっていない⇒式 (109)の解は式 (107)の |P ⟩と等価
– Heff(E)はエネルギー依存（離散固有値を出す際には式 (109)を self-consistentに解く）

7.3 1共鳴近似
• HQQの固有状態（図 12）：束縛状態 |ϕi ⟩、エネルギー ϵでラベルした連続状態 |ϕ(ϵ) ⟩

HQQ|ϕi ⟩ = ϵi|ϕi ⟩, (111)

HQQ|ϕ(ϵ) ⟩ = ϵ|ϕ(ϵ) ⟩ (112)

|ϕ ⟩：Vt = 0でポテンシャルが VQのみの場合の固有状態、|ϕ ⟩ ̸= |Q ⟩

• スペクトル分解（連続状態は ϵ = ∆から始まる）

1 =
∑
i

|ϕi ⟩⟨ϕi |+
∫ ∞

∆

dϵ|ϕ(ϵ) ⟩⟨ϕ(ϵ) | (113)

これによりHeff は

Heff(E) =
p2

2µP

+ VP +
∑
i

HPQ|ϕi ⟩⟨ϕi |HQP

E − ϵi
+

∫ ∞

∆

dϵ
HPQ|ϕ(ϵ) ⟩⟨ϕ(ϵ) |HQP

E − ϵ+ i0+
(114)
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図 12: ĤQQの固有状態の模式図

• 式 (114)の第 3項はE > ∆で虚部を持つ∫
dx

f(x)

x− a+ i0+
= P

∫
dx

f(x)

x− a
− iπf(a) (x = aが積分区間に含まれるとき)

• ϵ0がE = 0に十分近いとき、E ≪ ∆の低エネルギーでは

Heff(E) ≈ p2

2µP

+
HPQ|ϕ0 ⟩⟨ϕ0 |HQP

E − ϵ0
, (115)

• ϵ0はP の閾値（E = 0）から測ったエネルギー、Qの閾値（E = ∆）からの束縛エネルギーは

B.E. = ∆− ϵ0

B.E.はHQQによって固定⇒ ∆が外部磁場に比例するとき、ϵ0が外部磁場で可変

7.4 散乱振幅と共鳴状態
• Heff は P に対する 1チャンネルハミルトニアン⇒ §5の散乱理論を適用

Heff = H0 + V, H0|p ⟩ =
p2

2µP

|p ⟩, V =
HPQ|ϕ0 ⟩⟨ϕ0 |HQP

E − ϵ0
(116)

• グリーン演算子（レゾルベント）

G(E) = (E −H0)
−1

• T 演算子に対する Lippmann-Schwinger方程式

T (E) = V + V G(E)T (E) (117)

• (on-shell) T 行列との関係

⟨p′ |T (E + i0+)|p ⟩ = t(p′ ← p) = − 1

(2π)2µP

f(E, θ)
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• T 行列に対する Lippmann-Schwinger方程式

t(p′ ← p) = ⟨p′ |V |p ⟩+
∫
dq⟨p′ |V | q ⟩ 1

E − q2/(2µP ) + i0+
t(q ← p)

t(p′ ← p)に対する積分方程式

• 分離型相互作用（pと p′の関数の積）

⟨p′ |V |p ⟩ = λF (p′)F (p) (118)

このとき T 行列は解析的に解けて

f(E, θ) = −(2π)2µt(p′ ← p) = −(2π)2µ F (p′)F (p)

1

λ
−
∫
dq

F (q)F (q)

E − q2/(2µP ) + i0+

(119)

• 式 (116)の V は分離型ポテンシャル

⟨p′ |V (E)|p ⟩ = ⟨p
′ |Vt|ϕ0 ⟩⟨ϕ0 |Vt|p ⟩

E − ϵ0
⇒ λ =

1

E − ϵ0
, F (p) = ⟨ϕ0 |Vt|p ⟩ (形状因子)

• P チャンネルの散乱振幅

f(E, θ) = − N(E, θ)

E − ϵ0 − Σ(E)
, N(E, θ) = (2π)2µ⟨p′ |Vt|ϕ0 ⟩⟨ϕ0 |Vt|p ⟩

Σ(E) =

∫
dq
⟨ϕ0 |Vt| q ⟩⟨ q |Vt|ϕ0 ⟩
E − q2/(2µP ) + i0+

(自己エネルギー)

極の条件：

0 = E − ϵ0 − Σ(E) (120)

• Vt = 0の場合、Σ(E) = 0なので極の位置は

E = ϵ0 ∈ R

HQQのみによる束縛状態に対応

• Vt ̸= 0の場合、一般には (120)の解だが、Vtが弱ければ

E ≈ ϵ0 + Σ(ϵ0) (摂動近似)

ϵ0 > 0のとき、Σ(ϵ0)は虚部を持つ（dq積分の下限は q = 0）
⇒複素固有値を持つ共鳴状態

• 物理的にはHQQによる束縛状態が P の連続状態に遷移して崩壊幅を持つ
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7.5 §7のまとめ
• P とQのチャンネル結合ハミルトニアン

• チャンネルQを消去し P の有効ハミルトニアン

• Qの束縛状態 |ϕ0 ⟩が P と結合し複素エネルギー状態
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