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注意！

間違いがあるかもしれないので、ご利用は自己責任で。

計算に必要な知識

(γ5)2 =1

q̄ =(q)†γ0

(γ5)† =γ5

{γµ, γ5} =0

t =
τ

2
τaτb =δab + iϵabcτc

tr (tatb) =
1
2
δab

ここで tは SU(2)の生成子で最後の式のように規格化されている。τ は通常

のパウリ行列。
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page 11：射影演算子の性質

PL + PR =
1
2
(1 − γ5) +

1
2
(1 + γ5)

=1

P 2
L =

1
2
(1 − γ5) ×

1
2
(1 − γ5)

=
1
4
(1 − γ5 − γ5 + (γ5)2)

=
1
4
(2 − 2γ5)

=
1
2
(1 − γ5)

=PL

P 2
R =

1
2
(1 + γ5) ×

1
2
(1 + γ5)

=
1
4
(1 + γ5 + γ5 + (γ5)2)

=
1
4
(2 + 2γ5)

=
1
2
(1 + γ5)

=PR

PLPR =
1
2
(1 − γ5) ×

1
2
(1 + γ5)

=
1
4
(1 − γ5 + γ5 − (γ5)2)

=0

PRPL =
1
2
(1 + γ5) ×

1
2
(1 − γ5)

=
1
4
(1 + γ5 − γ5 − (γ5)2)

=0

page 12：反フェルミオン

q̄L =(PLq)†γ0

=q†P †
Lγ0

=q†
(

1 + γ5

2

)†

γ0

=q†
(

1 + γ5

2

)
γ0
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=q†γ0

(
1 − γ5

2

)
=q̄PR

page 12：カイラリティ、γ5の固有値

γ5qL =γ5
1
2
(1 − γ5)q

=
1
2
(γ5 − 1)q

= − 1
2
(1 − γ5)q

= − qL

γ5qR =γ5
1
2
(1 + γ5)q

=
1
2
(γ5 + 1)q

=qR

page 12：ラグランジアン

Lkin =q̄/∂q

=(q̄R + q̄L)/∂(qL + qR)

=q̄R/∂qL + q̄R/∂qR + q̄L/∂qL + q̄L/∂qR

=q̄PL/∂PLq + q̄R/∂qR + q̄L/∂qL + q̄PR/∂PRq

=q̄PLPR/∂q + q̄R/∂qR + q̄L/∂qL + q̄PRPL/∂q

=q̄L/∂qL + q̄R/∂qR

Lmass =q̄mq

=(q̄R + q̄L)m(qL + qR)

=q̄RmqL + q̄RmqR + q̄LmqL + q̄LmqR

=q̄RmqL + q̄PLmPRq + q̄PRmPLq + q̄LmqR

=q̄RmqL + q̄LmqR
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page 14：極性、軸性変換の右、左成分

qR + qL →eiθV (qR + qL)

=eiθV qR + eiθV qL

qR + qL →eiγ5θA(qR + qL)

=eiγ5θV qR + eiγ5θV qL

=eiθV qR + e−iθV qL

よって

gV =(eiθV , eiθV )

gA =(eiθA , e−iθA)

page 15：極性、軸性変換とラグランジアン

反フェルミオン場は、極性変換の下で

q̄ =(q)†γ0

→(qeiθV )†γ0

=q̄e−iθV

となるので（変換パラメーター θV は実）、ラグランジアンは極性変換の下で

L =q̄/∂q + q̄mq

→q̄e−iθV /∂eiθV q + q̄e−iθV meiθV q

=q̄/∂q + q̄mq

=L

と不変である。反フェルミオン場の軸性変換は

q̄ =(q)†γ0

→(q)†e−iγ5θAγ0

=(q)†γ0e
+iγ5θA

=q̄e+iγ5θA

であるので、ラグランジアンは

L =q̄/∂q + q̄mq

→q̄eiγ5θA /∂eiγ5θAq + q̄eiγ5θAmeiγ5θAq

=q̄/∂e−iγ5θAeiγ5θAq + q̄e2iγ5θAmq

=q̄/∂q + q̄e2iγ5θAmq

̸=L
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となる。つまり質量項がある場合は不変でない。

page 18：右、左生成子の交換関係

[taR, tbR] =([ta, tb], 0)

=(ifab
ct

c, 0)

=ifab
c(t

c, 0)

=ifab
ct

c
R

[taL, tbL] =(0, [ta, tb])

=(0, ifab
ct

c)

=ifab
c(0, tc)

=ifab
ct

c
L

[taR, tbL] =(0, 0)

=0

page 18：極性、軸性生成子の交換関係

[taV , tbV ] =([ta, tb], [ta, tb])

=(ifab
ct

c, ifab
ct

c)

=ifab
c(t

c, tc)

=ifab
ct

c
V

[taA, tbA] =([ta, tb], [−ta,−tb])

=(ifab
ct

c, ifab
ct

c)

=ifab
c(t

c, tc)

=ifab
ct

c
V

[taA, tbV ] =([ta, tb], [−ta, tb])

=(ifab
ct

c,−ifab
ct

c)

=ifab
c(t

c,−tc)

=ifab
ct

c
A
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page 28：線形シグマ模型の場のカイラル変換

σ ∼ q̄q、π ∼ q̄iτγ5q。極性変換の下で

q̄q →q̄(1 − iθV · τ/2)(1 + iθV · τ/2)q + O(θ2)

=q̄q + O(θ2)

q̄iτaγ5q →q̄(1 − iθV
b τb/2)iτaγ5(1 + iθV

b τb/2)q + O(θ2)

=q̄iτaγ5q + q̄(−i)θV
b (τb/2)iτaγ5q + q̄iτaγ5iθ

V
b (τb/2)q + O(θ2)

=q̄iτaγ5q +
θV

b

2
[q̄τbτaγ5q − q̄τaτbγ5q] + O(θ2)

=q̄iτaγ5q +
θV

b

2
[q̄(δba + iϵbacτc)γ5q − q̄(δab + iϵabcτc)γ5q] + O(θ2)

=q̄iτaγ5q +
θV

b

2
[q̄i(−ϵabc)τcγ5q − q̄iϵabcτcγ5q] + O(θ2)

=q̄iτaγ5q − ϵabcθ
V
b q̄iτcγ5q + O(θ2)

よって無限少変換（θV,A の１次）では

σ →σ

π →π − θV × π

軸性変換の下で

q̄q →q̄(1 + iγ5θ
A · τ/2)(1 + iγ5θ

A · τ/2)q + O(θ2)

=q̄q + θA · [q̄iγ5τ q] + O(θ2)

q̄iτaγ5q →q̄(1 + iγ5θ
A
b τb/2)iτaγ5(1 + iγ5θ

A
b τb/2)q + O(θ2)

=q̄iτaγ5q +
θV

b

2
[−q̄τbτaγ5γ5q − q̄τaτbγ5γ5q] + O(θ2)

=q̄iτaγ5q −
θV

b

2
[q̄(δba + iϵbacτc)q + q̄(δab + iϵabcτc)q] + O(θ2)

=q̄iτaγ5q −
θV

a

2
[q̄γ5q] −

θV
b

2
[q̄i(−ϵabc)τcγ5q + q̄iϵabcτcq] + O(θ2)

=q̄iτaq − θV
a

2
[q̄q]

よって無限少変換では

σ →σ + θA · π

π →π − θAσ
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page 29：カイラル不変量

極性変換の下で

σ2 + π · π →σ2 + (π − θV × π) · (π − θV × π)

=σ2 + π · π − π · θV × π − θV × π · π + O(θ2)

=σ2 + π · π − θV · (π × π) − (π × π) · θV + O(θ2)

=σ2 + π · π + O(θ2)

軸性変換の下で

σ2 + π · π →(σ + θA · π)2 + (π − θAσ) · (π − θAσ)

=σ2 + 2σθA · π + π · π − π · θAσ − θAσ · π + O(θ2)

=σ2 + π · π + O(θ2)

page 30：線形シグマ模型の真空

∂V (φ)
∂φ

=µ2φ +
λ

6
φ3

=φ(µ2 +
λ

6
φ2)

=0

これを満たすのは φ = 0

φ =
√

−6µ2

λ

page 31：自発的に対称性の破れた線形シグマ模型（スライドの
「場の一次は落とす」は間違い）

σ = σ̃ + 〈σ〉と書きなおして整理：

Lkin =
1
2
∂µ(σ̃ + 〈σ〉)∂µ(σ̃ + 〈σ〉) +

1
2
∂µπ · ∂µπ

=
1
2
∂µσ̃∂µσ̃ +

1
2
∂µπ · ∂µπ

Lmass = − µ2

2
[(σ̃ + 〈σ〉)(σ̃ + 〈σ〉) + π · π]

= − µ2

2
σ̃2 − µ2

2
π · π − µ2〈σ〉σ̃ + (const)

Lint = − λ

4!
[(σ̃ + 〈σ〉)(σ̃ + 〈σ〉) + π · π]2
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= − λ

4!
[σ̃2 + 2〈σ〉σ̃ + 〈σ〉2 + π · π]2

= − λ

4!
[σ̃4 + 4〈σ〉2σ̃2 + 〈σ〉4 + (π · π)(π · π)

+ 4σ̃2〈σ〉σ̃ + 2σ̃2〈σ〉2 + 2σ̃2π · π

+ 4〈σ〉σ̃〈σ〉2 + 4〈σ〉σ̃π · π + 2〈σ〉2π · π]

= − λ

4!
[4〈σ〉3σ̃ + 6〈σ〉2σ̃2 + 2〈σ〉2π · π

+ 4〈σ〉σ̃3 + σ̃4 + 4〈σ〉σ̃π · π

+ 2σ̃2π · π + (π · π)(π · π)] + (const)

= − λ

6
〈σ〉3σ̃ − λ

4
〈σ〉2σ̃2 − λ

12
〈σ〉2π · π

− λ

6
〈σ〉σ̃3 − λ

24
σ̃4 − λ

6
〈σ〉σ̃π · π

− λ

12
σ̃2π · π − λ

24
(π · π)(π · π) + (const)

全て加えると

L =
1
2
∂µσ̃∂µσ̃ +

1
2
∂µπ · ∂µπ − µ2

2
σ̃2 − µ2

2
π · π − µ2〈σ〉σ̃

− λ

6
〈σ〉3σ̃ − λ

4
〈σ〉2σ̃2 − λ

12
〈σ〉2π · π

− λ

6
〈σ〉σ̃3 − λ

24
σ̃4 − λ

6
〈σ〉σ̃π · π

− λ

12
σ̃2π · π − λ

24
(π · π)(π · π) + (const)

=
1
2
∂µσ̃∂µσ̃ +

1
2
∂µπ · ∂µπ −

(
µ2

2
+

λ

4
〈σ〉2

)
σ̃2

−
(

µ2 +
λ

6
〈σ〉2

)
π · π −

(
µ2 +

λ

6
〈σ〉2

)
〈σ〉σ̃

− λ

6
〈σ〉σ̃3 − λ

24
σ̃4 − λ

6
〈σ〉σ̃π · π

− λ

12
σ̃2π · π − λ

24
(π · π)(π · π) + (const)

ここで 〈σ〉 =
√
−6µ2/λを代入すると

L =
1
2
∂µσ̃∂µσ̃ +

1
2
∂µπ · ∂µπ −

(
µ2

2
− 3µ2

2

)
σ̃2

− λ

6

√
−6µ2

λ
σ̃3 − λ

24
σ̃4 − λ

6

√
−6µ2

λ
σ̃π · π

− λ

12
σ̃2π · π − λ

24
(π · π)(π · π) + (const)

=
1
2
∂µσ̃∂µσ̃ +

1
2
∂µπ · ∂µπ + µ2σ̃2

−
√
−λµ2

6
σ̃3 − λ

24
σ̃4 −

√
−λµ2

6
σ̃π · π
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− λ

12
σ̃2π · π − λ

24
(π · π)(π · π) + (const)

注）場の一次の項はキャンセルして消えるので、スライドの「場の一次は落

とす」は間違い。一方で、ラグランジアンの定数項は物理に影響がないので

落とす。

page 35：カイラルラグランジアンの運動項

L =aTr (∂µU†∂µU)

=aTr [∂µ(1 − i
√

2π/f + · · · )∂µ(1 + i
√

2π/f + · · · )]

=a
2
f2

Tr [∂µπ∂µπ]

=a
2
f2

Tr [∂µπa

√
2ta∂µπb

√
2tb]

=a
4
f2

∂µπa∂µπbTr [tatb]

=a
4
f2

∂µπa∂µπb
δab

2

=a
2
f2

∂µπ · ∂µπ

この係数が 1/2になるためには

a
2
f2

=
1
2

a =
f2

4
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