
量子力学 II演習問題［第 7回］提出の必要なし

電子（位置 re、質量me）と陽子（位置 rp、質量mp）の 2粒子系のハミルトニアンとシュレディン
ガー方程式は、波動関数をΦ(re, rp)として
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+ V (|r̂e − r̂p|), ĤΦ(re, rp) = EΦ(re, rp)

で与えられる。ただしポテンシャルは 2粒子の相対距離 |re− rp|のみの関数とする。重心座標R、相
対座標 r、全質量M、換算質量 µは
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とする。以下の問いに答えよ。

1. 全運動量 P = MdR/dtと相対運動量 p = µdr/dtを pe = medre/dtと pp = mpdrp/dtを用い
てあらわせ。

2. 2粒子系のハミルトニアンが重心部分 Ĥcmと相対部分 Ĥrelの和として
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と書けることを示せ（p̂eと p̂pは交換する）。

3. 波動関数を Φ(re, rp) = Ψ(R)ψ(r) と変数分離し、重心運動量が消える（P̂ の固有値が 0にな
るようにΨ(R)が選ばれている）座標系では相対座標のシュレディンガー方程式が[
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となることを示せ。

4. 動径方向の波動関数Rℓ(r)は、光速を c、微細構造定数を αとして微分方程式
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に従う。E = −B と束縛エネルギー B > 0を定義し、無次元変数 ρ =
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となることを示せ。

5. fℓ(ρ) = ρℓe−ρ/2Lℓ(ρ)として dfℓ/dρを計算せよ。

6. fℓ(ρ) = ρℓe−ρ/2Lℓ(ρ)として d2fℓ/dρ
2を計算せよ。

7. 式 (1)に fℓ(ρ) = ρℓe−ρ/2Lℓ(ρ)を代入すると、Lℓ(ρ)に対する微分方程式が
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となることを示せ（各項を ρℓe−ρ/2に比例する形でまとめると見通しが良い）。


