
12 QCDの漸近自由性
12.1 場の量子論の概要

• 場（field）φ(t,x)：電場や磁場のように、時間 t、空間 xの各点で値が決まった関数
QEDの電子と光子、QCDのクォークとグルーオンは全て場で表される

• 量子化：場 φ（量子力学の x）とその正準共役量 π（量子力学の p）を演算子にして交換関係を課す
⇒ φの量子数を持つ粒子の生成・消滅が表現できる
c.f.) 1次元調和振動子の生成消滅演算子 a, a†

x =

√
!

2mω
(a+ a†), p = −i

√
!mω
2

(a− a†), [x, p] = i! (297)

• 場の理論の状態ベクトル |Ω⟩：粒子 φが 0個、1個、2個、、、存在する状態の重ね合わせ

• 場の量子論は通常解析的に解けない（|Ω⟩の一般解を書けない）⇒ 結合定数による摂動計算

• ファインマン図（Feynman diagram）：摂動計算の各項を図形的に表す方法
粒子の時空の伝播の様子に対応する

• 場の量子論はラグランジアン密度 Lで特徴付けられる（量子力学のハミルトニアン）
例）φ4理論（場の座標は全て同一点 xµ）
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(298)

– µ = 0, 1, 2, 3（µ = 0が時間、µ = 1, 2, 3が空間）、繰り返し添字は和をとる

– 4元ベクトルと微分（添字の上下で空間成分の符号が異なる）

xµ = (t, x, y, z) = (t,x) , xµ = (t,−x) , xµx
µ = t2 − x2 = x2, (299)
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(300)

– φ：スピン 0のボソンを表す場

– m：φが表す粒子の質量、λ：結合定数（coupling constant）

• ファインマン則：ラグランジアンから導かれるファインマン図の部品と、数式に直す処方箋

– 運動項と質量項：φの 2次、粒子 φの伝播を表すプロパゲーター（propagator）、図 37(a)

– 相互作用項：φの 4次、粒子 φの相互作用を表す頂点（vertex）、図 37(b)

– プロパゲーターと頂点を組み合わせてできるファインマン図は全て実現可能
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図 37: φ4理論のファインマン則。(a)：プロパゲーター、(b)：相互作用頂点。
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図 38: φ4理論での φφ散乱のファインマン図の例。

• 場の量子論の計算：興味のある過程に寄与する全ての可能なファインマン図を足しあげる
例）φ4理論での φφ散乱：始状態 φ粒子 2つ、終状態 φ粒子 2つ

– 図 38右辺第 1項：tree level（ループを含まない）、古典極限に対応
– 図 38右辺第 2項、第 3項：ループを含む、量子補正に対応
– 結合定数のべき展開になっている（第 1項は λ1、第 2項、第 3項は λ2など）
⇒ 結合定数が小さい（λ≪ 1）とき、摂動計算（有限項での近似）が正当化される

• 図 38左辺も始状態 φ粒子 2つ、終状態 φ粒子 2つ
⇒ λは古典極限での結合定数、λ̄が量子補正も含めた実効的な結合定数
相互作用項の係数は量子補正によって変更を受ける：くりこみ（renormalization）

λ̄ = λ+ (量子補正O(λ2)) (301)

ループの積分が発散する場合は無限大を結合定数と相殺させる
朝永、シュヴィンガー、ファインマンにノーベル賞（1965年）

12.2 古典電磁気学とQED

• 古典電磁気学の基本方程式：マクスウェル方程式（自然単位系 c = 1/
√
ϵ0µ0 = 1で ρと jの定義を調整）

∇ ·E = ρ, ∇×B − ∂E

∂t
= j, (302)

∇ ·B = 0, ∇×E +
∂B

∂t
= 0 (303)

• ベクトルポテンシャルAとスカラーポテンシャル φ

E = −∂A
∂t
−∇φ, B = ∇×A, (304)

Ei = −∂A
i

∂t
−∇iφ, Bi = ϵijk∇jAk = ϵjki∇jAk (305)

ポテンシャルで与えられる電磁場は式 (303)を自動的に満たす

• 相対論的な電場、磁場の記法：場の強度（field strength）テンソル Fµν

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, (306)

F 0i = −Ei, F ij = −ϵijkBk, (307)

Aµ = (φ, A1, A2, A3) = (φ,A) (308)

（i, jなどの添字は空間成分 1, 2, 3のみ）
定義 (306)より、Fµν は添字の入れ替えについて反対称

Fµν = −F νµ (309)
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図 39: QEDのファインマン則。(a)：電子のプロパゲーター、(b)：光子のプロパゲーター、(c)：光子と電子
の相互作用頂点。

• マクスウェル方程式：

∂µF
µν = jν , jµ = (ρ, j1, j2, j3) = (ρ, j) (310)

問題 12.1*

1) 式 (307)を用いて Fµν による電場、磁場の定義が式 (305)と一致する（つまりマクスウェル方程式 (303)を
満たす）ことを示せ。ただし ϵijkϵijℓ = 2δkℓである。
2) 場の強度テンソルの反対称性 (309)を用いて Fµν の対角成分が 0であることを示せ。
3) 式 (307)を利用し Fµν を電場、磁場を用いた 4× 4行列で表示せよ。
4) 式 (310)の ν = 0成分 ∂µFµ0 = j0が∇ ·E = ρと一致し、ν = i成分 ∂µFµi = jiが (∇×B)i − ∂Ei

∂t = ji

と一致する（つまり非斉次マクスウェル方程式 (302)を満たす）ことを確認せよ。

• 量子電磁気学（QED）のラグランジアン密度

LQED = −1

4
FµνF

µν + ψ̄(iγµDµ −m)ψ (311)

– 共変微分：電磁気学のゲージ不変性を満たす微分

Dµψ = ∂µψ + i(−e)Aµψ (312)

– Aµ：光子（photon、スピン 1のボソン）
– ψ：電子（electron、スピン 1/2のフェルミオン）、ψ̄ = ψ†γ0

– γµ：ディラック行列
– m：電子質量、e：結合定数（電子の電荷）

• 式 (311)から導かれるオイラー・ラグランジュ方程式（古典極限）：

∂µF
µν = −eψ̄γνψ (313)

−eψ̄γ0ψ = ρ、−eψ̄γψ = jであり、マクスウェル方程式 (310)を再現する

• QEDのファインマン則

– ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ：電子のプロパゲーター、図 39(a)

粒子・反粒子の区別があるフェルミオン（電子）のプロパゲーターには矢印をつける
– −1

4
FµνFµν = −1

4
(∂µAν − ∂νAµ)(∂µAν − ∂νAµ)：光子のプロパゲーター、図 39(b)

自分自身が反粒子であるボソン（光子）のプロパゲーターは矢印なし
– eψ̄γµAµψ：光子と電子の相互作用頂点、図 39(c)

78



• 古典電磁気学のゲージ不変性
スカラー関数 χ(t,x)を用いた以下の変換で電磁場E,Bは不変（ポテンシャルの任意性）

A→ A−∇χ, φ→ φ+
∂χ

∂t
(314)

• QEDのゲージ不変性
スカラー関数 θ(x)を用いた以下の変換でQEDラグランジアン (311)は不変

ψ(x)→ eiθ(x)ψ(x), ψ̄(x)→ ψ̄(x)e−iθ(x), Aµ(x)→ Aµ(x) +
1

e
∂µθ(x) (315)

θ(x) = eχ(x)とすれば古典電磁気学の結果を再現

• 電子場の位相変換（U(1)変換）、ただし回転角度が座標 xに依存する局所対称性
QEDは可換ゲージ理論

問題 12.2

1) ゲージ変換 (315)のもとでQEDラグランジアン (311)の第 1項がゲージ不変（ゲージ変換で元に戻る）で
あることを示せ。ただし θ(x)に特異性はないとする。
2) QEDラグランジアン (311)の第 2項（ψ̄ψの項）がゲージ不変であることを示せ。ただし γµは θ(x)と交換
する。

12.3 QCD

• 量子色力学（QCD）：局所 SU(3)対称性で不変な非可換ゲージ理論

LQCD = −1

4
Ga

µνG
a,µν + q̄i,f (iγ

µ(Dµ)ij −mfδij)qj,f (316)

– 場の強度テンソル：SU(3)の非可換性からAの 2次の項を含む（問題 12.3参照）

Ga,µν = ∂µAa,ν − ∂νAa,µ − gfabcAb,µAc,ν (317)

– 共変微分：

(Dµ)ijqj,f = [∂µδij + igAa
µ(T

a)ij ]qj,f = ∂µqi,f + igAa
µ(T

a)ijqj,f (318)

– Aa,µ：グルーオン（gluon、スピン 1、カラー 8のボソン、a = 1, · · · 8）
– qi,f：クォーク（quark、スピン 1/2、カラー 3のフェルミオン、i = 1, 2, 3）
– mf：フレーバー f のクォーク質量、g：QCD結合定数
– 構造定数 fabcと生成子の性質

[T a, T b] = ifabcT c, Tr [T aT b] =
1

2
δab (319)

• QEDとの違い

Ga
µνG

a,µν = (∂µA
a
ν − ∂νAa

µ − gfabcAb
µA

c
ν)(∂

µAa,ν − ∂νAa,µ − gfadeAd,µAe,ν)

= (∂µA
a
ν − ∂νAa

µ)(∂
µAa,ν − ∂νAa,µ)

− (∂µA
a
ν − ∂νAa

µ)gf
adeAd,µAe,ν − gfabcAb

µA
c
ν(∂

µAa,ν − ∂νAa,µ)

+ g2fabcfadeAb
µA

c
νA

d,µAe,ν

Aの 3次、4次の項：グルーオンの自己相互作用項
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図 40: QCDのファインマン則。(a)：クォークのプロパゲーター、(b)：グルーオンのプロパゲーター、(c)：
グルーオンとクォークの相互作用頂点、(d)：グルーオンの 3点相互作用頂点、(e)：グルーオンの 4点相互作
用頂点。

• QCDのファインマン則

– q̄i,f (iγµ∂µ −mf )qi,f：クォークのプロパゲーター、図 40(a)

– −1

4
(∂µAa

ν − ∂νAa
µ)(∂

µAa,ν − ∂νAa,µ)：グルーオンのプロパゲーター、図 40(b)

– −gq̄i,fγµAa
µ(T

a)ijqj,f：グルーオンとクォークの相互作用頂点、図 40(c)

– −(∂µAa
ν − ∂νAa

µ)gf
adeAd,µAe,ν − gfabcAb

µA
c
ν(∂

µAa,ν − ∂νAa,µ)：グルーオンの 3点相互作用頂点、
図 40(d)

– g2fabcfadeAb
µA

c
νA

d,µAe,ν：グルーオンの 4点相互作用頂点、図 40(e)

• クォーク・グルーオン頂点とグルーオンの自己相互作用の結合定数が同じ g ←ゲージ不変性

• QCDのゲージ不変性
ユニタリー行列 Uij = (eiθ

a(x)Ta
)ij を用いた以下の変換でQCDラグランジアン (316)は不変

qi,f → Uijqj,f , q̄i,f → q̄j,fU
†
ji, Aa,µ(T a)ij → Uik

[
Aa,µ(T a)kj −

i

g
δkj∂

µ

]
U †
ji (320)

問題 12.3

1) SU(3)の生成子 T aと縮約したゲージ場をAµ = Aa,µT a、場の強度テンソルをGµν = Ga,µνT aと定義する。
このときGµν = ∂µAν − ∂νAµ + ig[Aµ, Aν ]と表せることを示せ。ただし構造定数は完全反対称になるように
生成子を選んであるとする。
2) Gµν = [Dµ, Dν ]/(ig)と表せることを示せ。
3) 共変微分がDµ → UDµU †と変換することを示せ。
4) 共変微分Dµの変換性に注意し、QCDラグランジアン (316)がゲージ変換 (320)で不変であることを示せ。

12.4 結合定数のくりこみと漸近自由性
• QED、QCDの結合定数 e、gも量子補正を受ける
微細構造定数 α = e2/(4π)、αs = g2/(4π)を用いた結合定数の量子補正

α(Q2) ≈ α
(
1− α

3π
ln

Q2

µ2

)−1

= α+
α2

3π
ln

Q2

µ2
+ · · · , (321)

αs(Q
2) ≈ αs

(
1 +

(11− 2Nf/3)αs

4π
ln

Q2

µ2

)−1

= αs −
(11− 2Nf/3)α2

s

4π
ln

Q2

µ2
+ · · · (322)

右辺の α、αsはくりこみスケール µでの結合定数の値
Q2は左辺の結合定数を測定するエネルギースケール
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35 9. Quantum Chromodynamics

more than three jets in the final state. A selection of results from inclusive jet [429, 443, 600–605],
dijet [451], and multi-jet measurements [385, 387, 388, 429, 606–610] is presented in Fig. 9.3, where
the uncertainty in most cases is dominated by the impact of missing higher orders estimated through
scale variations. From the CMS Collaboration we quote for the inclusive jet production at

Ô
s = 7

and 8 TeV, and for dijet production at TeV the values that have been derived in a simultaneous
fit with the PDFs and marked with “*” in the figure. The last point of the inclusive jet sub-field
from Ref. [605] is derived from a simultaneous fit to six datasets from di�erent experiments and
partially includes data used already for the other data points, e.g. the CMS result at 7 TeV.

The multi-jet –s determinations are based on 3-jet cross sections (m3j), 3- to 2-jet cross-section
ratios (R32), dijet angular decorrelations (RdR, RdPhi), and transverse energy-energy-correlations
and their asymmetry (TEEC, ATEEC). The H1 result is extracted from a fit to inclusive 1-, 2-,
and 3-jet cross sections (nj) simultaneously.

All NLO results are within their large uncertainties in agreement with the world average and
the associated analyses provide valuable new values for the scale dependence of –s at energy scales
now extending up to almost 2.0 TeV as shown in Fig. 9.4.

αs(MZ2) = 0.1179 ± 0.0009

August 2021
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Figure 9.4: Summary of measurements of –s as a function of the energy scale Q. The respective
degree of QCD perturbation theory used in the extraction of –s is indicated in brackets (NLO:
next-to-leading order; NNLO: next-to-next-to-leading order; NNLO+res.: NNLO matched to a
resummed calculation; N3LO: next-to-NNLO).

1st June, 2022

図 41: QED結合定数 α（左）とQCD結合定数 αs（右）のエネルギースケールQ2依存性。左：P. Achard et

al. (L3 Collaboration), Phys. Lett. B623, 26 (2005)から引用。右：The Review of Particle Physics, R.L.

Workman et al. (Particle Data Group), Prog. Theor. Exp. Phys. 2022, 083C01 (2022)から引用。

• 量子効果は短距離（ミクロ）で強く、長距離（マクロ）スケールで弱い
⇒エネルギースケールQ2によって結合定数の強さが変化する（running coupling constant）
Q2大⇔高エネルギー⇔短距離
Q2小⇔低エネルギー⇔長距離

• 結合定数のくりこみに対する寄与

– 1/(3π) > 0：電子（フェルミオン）ループによる量子補正
– Nf/(6π) > 0：クォーク（フェルミオン）ループによる量子補正
– −11/(4π) < 0：グルーオン（非可換ゲージ場）ループによる量子補正

• QCDにはグルーオンの自己相互作用項があるためQEDと量子補正の効き方が異なる

– QED：長距離で結合定数が小さくなる（図 41左、真空分極による電荷の遮蔽）
– QCD：短距離で結合定数が小さくなる（図 41右）：漸近自由性
⇒長距離で結合定数が大きくなる
グロス、ウィルチェック、ポリツァーにノーベル賞（2004年）

• 摂動論（結合定数でのべき展開）が有効なのは結合定数が小さい場合

– QEDは低エネルギーで摂動可能
⇒日常生活では古典電磁気学（摂動の 0次）が有効、量子効果は小さい補正（α ∼ 1/137）

– QCDは高エネルギーで摂動可能
⇒低エネルギー（ハドロンの世界）では摂動展開が破綻、直接QCDで計算できない
カラー閉じ込め、カイラル対称性の自発的破れと関係していると考えられているが現在でも未解明
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