
14 フーリエ級数展開
14.1 微分方程式の一般解と初期条件

• 1次元の微分方程式と一般解

– 1質点の単振動の運動方程式（変数 x(t)に対する微分方程式）

m
d2x

dt2
= −kx (236)

x = C cos(ωt+ φ) (237)

– バネでつながれたN 質点の運動方程式（変数 uj(t)に対する微分方程式）

m
d2uj

dt2
= k(uj+1 + uj−1 − 2uj) (238)

uj(t) =
N∑

n=1

C(n) sin
njπ

N + 1
cos(ω(n)t+ φ(n)) (239)

– 波動方程式（変数 u(x, t)に対する偏微分方程式）

∂2u(x, t)

∂t2
= v2

∂2u(x, t)

∂x2
, (0 ≤ x ≤ L) (240)

u(x, t) =
∞∑

n=1

C̄(n) sin
(
p(n)x

)
cos
(
ω(n)t+ φ(n)

)
(241)

• 時間に関する微分方程式：ある時刻から次の時刻への変化率（時間微分）を決める
→ 初期条件（最初の位置、速度）を決めたら後の時間の位置、速度が原理的にわかる

• 一般解：微分方程式を満たす関数が解析的に（式の形で）与えられたもの
一般解が得られない問題もある（ナビエ・ストークス方程式など）→数値計算で調べる

• 積分定数：一般解に含まれる、自由に決められる定数↔初期条件と対応

• 初期条件を与えるために必要な積分定数の数

– 1質点の場合、初期位置 x0と初期速度 v0の 2個：(C,φ)

x0 = C cosφ, v0 = Cω sinφ (242)

– N 質点の場合、それぞれの初期位置と初期速度の 2N 個：(C(n),φ(n)), n = 1, 2, · · · , N

– 波動方程式（N →∞）の場合、無限個：(C̄(n),φ(n)), n = 1, 2, · · ·
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• 波動方程式の初期条件

u(x, 0) = f(x) (243)

∂u(x, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0 (244)

t = 0で位置 xの変位が f(x)という関数で、初速度が全て 0

• 条件 (244)より、φ(1) = φ(2) = · · · = 0（第 11回演習問題）

• 条件 (243)より

f(x) =
∞∑

n=1

C̄(n) sin
(
p(n)x

)
(0 ≤ x ≤ L), p(n) =

nπ

L
(245)

どのように C̄(n)を決めたら良いか？

14.2 フーリエ級数展開
• フーリエ級数展開：区間 0 ≤ x ≤ Lの関数 f(x)を三角関数の無限和で表現、式 (245)

• 例：L = πの場合（p(n) = n）の関数 f(x) = xの級数展開

f(x) = x = 2
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
sin(nx) = 2

[
sin x− 1

2
sin(2x) +

1

3
sin(3x) + · · ·

]
(246)

項の数を増やすと f(x) = xの直線に近づいていく（図 33）
関数がある種の性質を満たせば有限項での近似が有効
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図 33: 区間 0 ≤ x ≤ πでの関数 f(x) = xの sin(nx)によるフーリエ級数展開 (246)。破線：2項で
の近似、点線：10項での近似、実線：100項での近似。
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• 三角関数の直交性
2

L

∫ L

0

sin(p(m)x) sin(p(n)x)dx = δnm (247)

δnmはクロネッカーのデルタ（n = mのときのみ 1でそれ以外は 0）

δnm =





1 (n = m)

0 (n &= m)
(248)

• 式 (247)の説明：cos(A ± B) = cosA cosB ∓ sinA sinBより、sinA sinB = [cos(A − B) −
cos(A+B)]/2、これを用いて

2

L

∫ L

0

sin(p(n)x) sin(p(m)x)dx =
2

L

∫ L

0

cos(p(n)x− p(m)x)− cos(p(n)x+ p(m)x)

2
dx

=
1

L

∫ L

0

cos[(p(n) − p(m))x]dx− 1

L

∫ L

0

cos[(p(n) + p(m))x]dx

i) n &= mの場合：p(n) − p(m) &= 0なので

2

L

∫ L

0

sin(p(n)x) sin(p(m)x)dx =
1

L

[
sin[(p(n) − p(m))x]

p(n) − p(m)

]L

0

− 1

L

[
sin[(p(n) + p(m))x]

p(n) + p(m)

]L

0

=
1

L

sin[(p(n) − p(m))L]

p(n) − p(m)
− 1

L

sin[(p(n) + p(m))L]

p(n) + p(m)
= 0

ここで sin[(p(n) ± p(m))L] = sin[(nπ/L±mπ/L)L] = sin[(n±m)π]であり、n,mはともに整
数であるので n±mも整数、よって sin[(n±m)π] = 0

ii) n = mの場合：p(n) = p(m)なので
2

L

∫ L

0

sin(p(n)x) sin(p(m)x)dx =
1

L

∫ L

0

cos[0]dx− 1

L

∫ L

0

cos[2p(n)x]dx

=
1

L

∫ L

0

1 dx− 1

L

∫ L

0

cos[2p(n)x]dx

=
1

L
[x]L0 −

1

L

[
sin[2p(n)x]

2p(n)

]L

0

= 1− 1

L

sin[2p(n)L]

2p(n)

p(n) = nπ/Lなので sin[2p(n)L] = sin(2nπ)となるが、nが整数なので sin(2nπ) = 0、よって
2

L

∫ L

0

sin(p(n)x) sin(p(m)x)dx = 1 (n = m)

• フーリエ級数展開 (245)の係数 C̄(n)の決定

C̄(n) =
2

L

∫ L

0

f(x) sin(p(n)x)dx (249)

⇒初期変位 f(x)から（無限個の）C̄(n)を決定できる
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• 確認：f(x)の級数展開

f(x) =
∞∑

m=1

C̄(m) sin
(
p(m)x

)
(250)

を右辺に代入（和の添字 nは式 (249)内に使われているので別の添字を使う）
2

L

∫ L

0

f(x) sin(p(n)x)dx =
2

L

∫ L

0

∞∑

m=1

C̄(m) sin
(
p(m)x

)
sin(p(n)x)dx

=
∞∑

m=1

C̄(m)

[
2

L

∫ L

0

sin
(
p(m)x

)
sin(p(n)x)dx

]

=
∞∑

m=1

C̄(m)δmn ← (247)

クロネッカーのデルタは n = mのときのみ 1でそれ以外は 0なので
∞∑

m=1

C̄(m)δmn = C̄(1) × 0 + C̄(2) × 0 + · · ·+ C̄(n) × 1 + · · · = C̄(n)

と式 (249)を得る（δmnをかけてmで和をとると、mを nで置き換えたものになる）

14.3 ベクトル空間との関係
• 3次元空間のベクトル&a =

(
a1 a2 a3

)

– 内積

(&a,&b) = &a ·&b =
3∑

n=1

anbn

– 基底ベクトル &e(1) =
(
1 0 0

)
, · · · の直交性と任意のベクトルの展開

(&e(n),&e(m)) = δnm, &a =
3∑

n=1

an&e
(n), an = (&a,&e(n))

3次元ベクトル空間をなす

• 区間 0 ≤ x ≤ Lの関数 f(x)

– 内積

(f, g) =
2

L

∫ L

0

f(x)g(x)dx

– 基底関数 e(n)(x) = sin(p(n)x)の直交性と任意の関数の展開

(e(n), e(m)) = δnm, f(x) =
∞∑

n=1

C̄ne
(n)(x), C̄n = (f, e(n))

無限次元ベクトル空間をなす

56


