
10 剛体の運動
教科書 p.92-p.100

10.1 剛体の運動
• 剛体：大きさを持った変形しない物体

– 例）棒、コマ、滑車など
– 現実の物質は少しは変形するので、完全な剛体は理想化
– 球体などの場合も向きが区別できると考える（c.f.地球）
– 質点の集まりで、間の距離が変わらないものと考えられる
（原子を質点と考えれば、現実の物質はアボガドロ数ほどの個数の質点の集まり）

• 剛体の次元

– 3次元の剛体：通常の物体（表面の形は様々）
– 2次元の剛体：厚さのない板（板の輪郭は様々）
– 1次元の剛体：太さのない棒（棒の長さは様々）
– 0次元の剛体：大きさのない点（=質点）
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図 19: 剛体の向きを表す角度 θ、φ、ϕ。

• 剛体の自由度（必要な変数の数）は？

– 剛体の位置を表す重心座標 3つ：$R = (Rx, Ry, Rz)

– 剛体の向きを表す角度 3つ
回転軸の向きを決める 3次元極座標の θ,φとその軸の周りの回転角 ϕ

– 太陽を座標原点とした場合、地球の位置（公転運動）は $Rが決め、地軸の向きを θ,φ

が、地軸まわりの回転（自転）を ϕが決める
– 全体で自由度 6：運動方程式は合計 6つ
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10.2 剛体の質量と重心
• 3次元の剛体

– 剛体の全質量M：質量密度 ρ($r)の体積積分（dV = dxdydz）

M =

∫
ρ($r) dV (171)

– 質量密度 ρ($r)：位置 $rの点での単位体積あたりの質量、次元はML−3

– 剛体の重心座標：座標 $rをかけた質量密度 ρ($r)の体積積分
$R =

1

M

∫
ρ($r) $r dV (172)

• 1次元の剛体（x軸上に配置した場合）

– 剛体の全質量M：線密度 λ(x)の積分

M =

∫ xf

xi

λ(x) dx (173)

積分の範囲は剛体の端の x座標 xiから反対の端の座標 xf まで
– 線密度 λ(x)：位置 xの点での単位長さあたりの質量、次元はML−1

位置 xに依存して密度が異なっても良い（部分によって材質が異なるなど）
一様な剛体（どの位置 xでも同じ線密度）の場合、定数 λ(x) = λ0

– 剛体の重心座標：座標 xをかけた線密度 λ(x)の積分

Rx =
1

M

∫ xf

xi

λ(x) x dx (174)
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図 20: 1次元の剛体の重心。左：一様密線密度の場合、右：密度が座標に依存する場合。

• 例 1）一様線密度 λ0の 1次元の剛体、端点が (x, y, z) = (0, 0, 0)と (2a, 0, 0)（図 20左）

M =

∫ 2a

0

λ0 dx = λ0 [x]
2a
0 = 2aλ0 (175)

棒の長さ 2aに線密度 λ0をかけたものになる

Rx =
1

M

∫ 2a

0

λ0 x dx =
λ0

M

∫ 2a

0

x dx =
λ0

2aλ0

[
x2

2

]2a

0

=
1

2a

4a2

2
= a (176)

重心座標Rxは棒の長さの中心 x = a、y, z座標はRy = 0, Rz = 0

• 例 2）線密度 λ(x) = bxの 1次元の剛体、端点が (0, 0, 0)と (2a, 0, 0)（図 20右、演習問題）

M = 2a2b, Rx =
4

3
a (177)

xが大きい方が重いので、重心Rxが x = aより大きい位置にある
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10.3 剛体の運動方程式
• 位置 $r1に力 $F1が、$r2に $F2がはたらいている剛体（図 22左）

• 力の作用点：$r1、$r2

質点の場合、力の作用点は常に質点の位置座標
剛体の場合、重心座標以外の点に力が作用できる

• 重心の運動方程式（3自由度）

M
d2 $R

dt2
= $F , $F = $F1 + $F2 (178)

• 力の釣り合い：合力が消える場合、力の作用点に無関係
$F = $F1 + $F2 = $0 (179)

重心は等速直線運動（最初に静止していれば静止）

• 座標原点まわりの回転の運動方程式（3自由度）
d$L

dt
= $N, $N = $N1 + $N2 = $r1 × $F1 + $r2 × $F2 (180)

$Lは座標原点まわりの剛体の角運動量

• 力のモーメントの釣り合い：力のモーメントの和が消える場合、力の作用点に依存
$N = $N1 + $N2 = $0 (181)

剛体は等速回転運動（最初に静止していれば回転しない）
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図 21: 剛体にはたらく力の例。左：一般の場合、右：偶力の場合。

• 力の作用点によっては、$F = $0でも $N "= $0の場合がある
例）偶力（図 22右）：剛体の異なる部分（$r1 "= $r2）に大きさが同じで反平行（平行で向きが
逆）の力が作用する

$F1 = −$F2 = $F偶

$N = $r1 × $F1 + $r2 × $F2 = $r1 × $F偶 + $r2 × (−$F偶) = ($r1 − $r2)× $F偶

力のモーメントの大きさ | $N | = d|$F偶|は作用線間の距離 d = |$r1 − $r2| sin θのみで決まる
$F1 + $F2 = $0なので偶力は重心に加速度を与えない
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10.4 剛体の慣性モーメント
• 回転軸を z軸にとった場合の回転の運動方程式

dLz

dt
= I

dω

dt
= Nz (182)

I：剛体の慣性モーメント

• 3次元の剛体の慣性モーメント：（r⊥は回転軸から位置 $rまでの距離）

I =

∫
ρ($r) r2⊥ dV, r2⊥ = x2 + y2 (183)

• 1次元の剛体の慣性モーメント（線密度 λ(x)、端点 x = xi、xf）

I =

∫ xf

xi

λ(x) x2 dx (184)

• 例 1）一様線密度 λ0の 1次元の剛体、端点が (x, y, z) = (0, 0, 0)と (2a, 0, 0)

I =

∫ 2a

0

λ0 x2 dx = λ0

[
x3

3

]2a

0

=
8λ0a3

3
(185)

全質量M = 2aλ0を用いると

I =
4(2λ0a)a2

3
=

4Ma2

3
(186)

棒の端点を中心に回転する場合の慣性モーメント

• 例 2）一様線密度 λ0の 1次元の剛体、端点が (x, y, z) = (−a, 0, 0)と (a, 0, 0)（演習問題）

IG =
Ma2

3
(187)

棒の重心を中心に回転する場合の慣性モーメント

• 慣性モーメントは回転に対する “質量”

I > IGより、棒は端点まわりより重心まわりの方が回転させやすい
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図 22: 長さ 2aの棒の慣性モーメント。左：棒の端点が回転中心、右：棒の重心が回転中心。

• 剛体の運動の例：メトロノーム、坂を転がり落ちる剛体、こまの歳差運動など
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