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12. 素数判定
2以上の自然数 nが素数かどうか判定する問題を考える．nが偶数かどうかは容易にわ

かる．そこで，以下では nを 3以上の奇数とする．

• 試し割算 (trial division)は次のような方法である．nを 3以上
√

n以下の奇数で

順に割り，一度も割り切れなければ nは素数である．

• pを素数，bを pと互いに素な整数とすると，bp−1 ≡ 1 (mod p) が成り立つ（問題
10-9から直ちに従う）．これをフェルマーの小定理という．この定理の対偶を考え
ると，nと互いに素な整数 bが存在して，bn−1 ̸≡ 1 (mod n)ならば，nは合成数

である．

• フェルマーの小定理の逆は一般には成り立たない．そこで，nを合成数，bを nと

互いに素な整数として，bn−1 ≡ 1 (mod n)が成り立つとき，nを bを底とする擬

素数 (pseudoprime)という．
• nを合成数とする．nと互いに素なすべての整数 bに対して nが bを底とする擬素

数であるとき，nをカーマイケル数 (Carmichael number)という．カーマイケル
数は無限個存在することが知られている．

• nを奇数として，n − 1 = 2st（tは奇数）と表す．nが素数ならば，nと互いに素

なすべての整数 bに対して，次の条件が成り立つ．

bt ≡ 1 (mod n) または

b2rt ≡ −1 (mod n)を満たす r (0 ≤ r ≤ s − 1)が存在する．
(1)

そこで，nを奇数の合成数として，nと互いに素な整数 bが条件 (1)を満たすとき，
nを bを底とする強擬素数 (strong pseudoprime)という．0 < b < nとなる整数 b

のうち，nが bを底とする強擬素数となるのは全体の高々 1/4であることが知られ
ている．

• ミラー・ラビンの素数判定法 (Miller-Rabin primality test)は次のようなアルゴリ
ズムである．nを 3以上の奇数として，nが素数かどうか判定したいとする．

– 整数 b を 0 < b < n の範囲でランダムに選ぶ．gcd(b, n) > 1 であるか，
gcd(b, n) = 1であって条件 (1)が成り立たなければ，nは合成数である．

この手続きを何回か繰り返して合成数と判定されなければ，nは高い確率で素数と

なる．
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• ミラー・ラビンの素数判定法では素数であることを証明できない．素数であること

を証明するためのアルゴリズムとして，ヤコビ和を用いる Adleman-Pomerance-
Rumely素数判定法，楕円曲線を用いる ECPP (elliptic curve primality proving)
などがある．また，2002年 Agrawal, Kayal, Saxenaによって，素数判定の決定性
多項式時間アルゴリズムである AKSアルゴリズムが発見された．

問題

解答に際して，その問題より前にある問題の結果を用いてもよい．また，四則演算のビッ

ト演算量として，No. 8で与えたものを使うものとする．

12-1. 試し割算による素数判定のビット演算量は O
(√

n(log n)2)
であることを示せ．

12-2. 2118 mod 119を計算することで 119が合成数であることを示せ．
12-3. 35が擬素数となる底 bで 0 < b < 35を満たすものをすべて求めよ．
12-4. nを合成数とする．nのすべての素因数 pが p2 ∤ nかつ (p − 1) | (n − 1)を満たす

ならば，nはカーマイケル数であることを示せ．

12-5. 8911 = 7 · 19 · 67がカーマイケル数であることを示せ．
12-6. nが bを底とする強擬素数ならば，nは bを底とする擬素数であることを示せ．

12-7. 35が強擬素数となる底 bで 0 < b < 35を満たすものをすべて求めよ．
12-8. n = 341とする．前ページの条件 (1)を満たさない整数 bを見つけることで，nが

合成数であることを示せ．

12-9. nを 3以上の奇数とする．ある整数 aに対して，( a

n

)
̸≡ a(n−1)/2 (mod n)

ならば，nは合成数である（オイラーの規準の対偶）．これを用いて，n = 341が
合成数であることを示せ．（この方法をソロヴェイ・シュトラッセンの素数判定法

(Solovay-Strassen primality test)という．）
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