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問題

以下，代数体K の整数環を OK で表す．

1. Rをデデキント整域，I, J ⊂ Rを Rの (0)でないイデアルとする．以下の問いに
答えよ．

(a) 次の 2条件が同値であることを示せ．
(i) I と J をともに割り切る Rの素イデアルは存在しない．

(ii) I + J = R.
(b) I と J が (a)の同値な条件を満たすとき，R/IJ と R/I × R/J は環として同

型であることを示せ．

2. 虚 2次体K = Q(
√

−10)を考える．以下の問いに答えよ．
(a) OK = Z[

√
−10]を示せ．

(b) OK のイデアル (5,
√

−10)が単項イデアルではないことを示せ．
(c) K の類数が 2であることを示せ．

3. 実 2次体K = Q(
√

6)を考える．以下の問いに答えよ．
(a) OK = Z[

√
6]を示せ．

(b) K の類数が 1であることを示せ．
(c) O×

K = {±(5 + 2
√

6)n | n ∈ Z}であることを示せ．
4. f(X) ∈ Z[X] をモニックな n 次既約多項式とする．α を f(X) の根として，

α(1), α(2), . . . , α(n) を αの共役元とする．以下の問いに答えよ．

1



(a) 任意の n − 1次以下の多項式 g(X)に対して次の等式が成り立つことを示せ．

g(X) =
n∑

i=1

g(α(i))
f ′(α(i))

∏
j ̸=i

(X − α(j)).

(b) K = Q(α)とする．このとき，任意の β ∈ OK に対して f ′(α)β ∈ Z[α]であ
ることを示せ．

5. N = 1769を数体篩法で素因数分解することを考える．f(X) = X2 + 5とおくと，
f(42) = 1769である．そこで，環準同型

ϕ : Z[
√

−5] → Z/1769Z

a + b
√

−5 7→ a + 42b mod 1769

を考える．以下の問いに答えよ．

(a) (a, b) = (−17, 1), (7, 1)に対して，(a + b
√

−5)の素イデアル分解と a + 42bの

素因数分解を求めよ．

(b) (a)の結果を利用して，x2 ≡ y2 (mod N)を満たす相異なる整数 x, y を一組

求めよ．

(c)（ユークリッドの互除法を用いて）gcd(x − y, N)を計算することで，N を素

因数分解せよ．

2


