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7. 四則演算と冪乗

• 2進法で表された二つの自然数の加算を考える．k ビット（2進法で k 桁）の自然

数の加算は，次の操作を k 回繰り返すことで行われる．

– 足されるビット x，足すビット y，下の桁からの繰上ビット z に対して，

x+ y + z = 2c+ r

によって，足した結果ビット r，上の桁への繰上ビット c を定める．ここで，

x, y, z, r, c ∈ {0, 1}である．
このビット演算を単位に求めた計算量をビット演算量 (bit complexity)という．し

たがって，高々 k ビットの二つの自然数の加算のビット演算量は高々 k である．

• 高々 k ビットの二つの自然数の減算は，高々 k のビット演算量でできる（ただし，

ビット演算を適切に拡張するものとする）．

• k ビットの自然数と l ビットの自然数の乗算は，筆算と同様に行うと，高々 kl の

ビット演算量でできる．実際には，より高速なアルゴリズムが知られている．

• kビットの自然数を lビットの自然数で割って商と剰余を求める計算は，高々 klの

ビット演算量でできる．

• x を乗法の定義された代数系（正確には半群）の要素，n を自然数として，xn の

計算を考える．素朴な方法は，順に x2, x3, . . . , xn と，x による乗算を n − 1 回

繰り返す方法である．乗算回数がより少ない方法を以下で述べる．nの 2進展開を

n = (nk . . . n1n0)2 とする．ただし，nk = 1とする．

x0 = x, xi = xi−1
2 = x2i (i = 1, 2, . . . , k)

と定める．この計算は k 回の乗算でできる．このとき，

xn =
∏
ni=1
0≤i≤k

xi

によって xn が計算できる．

ν(n) = #{i
∣∣ ni = 1, 0 ≤ i ≤ k}

とおくと，xn の計算に必要な乗算の回数は，k + ν(n) − 1回である．この方法を

繰り返し二乗法という．（繰り返し二乗法には，乗算の順序がこれと異なるものも

あるので注意せよ．）

1



問題

解答に際して，その問題より前にある問題の結果を用いてもよい．

四則演算のビット演算量として，前ページで述べたものを使うものとする．

7-1, 7-2は，2進法のまま計算すること．

7-1. 2進法で表された二つの整数 1011と 11001の積を筆算で求めよ．

7-2. 2進法で表された整数 11001000を 1011で割った商と剰余を筆算で求めよ．

7-3. 自然数 aを 2進法で表すと，⌊log2 a⌋+ 1桁であることを示せ．

7-4. n!を 2進法で表したときの桁数は O(n log n)であることを示せ．

7-5. n!を定義通りに計算する，すなわち，1! = 1, k! = (k− 1)! · k (k ≥ 2)によって計算

するとき，ビット演算量は O
(
n2(log n)2

)
であることを示せ．

7-6. 自然数 nに対して，次の公式が成り立つ．

n∑
k=1

k3 =
1

4

(
n(n+ 1)

)2
.

（a）左辺を計算するときのビット演算量は O
(
n(log n)2

)
であることを示せ．

（b）右辺を計算するときのビット演算量は O
(
(log n)2

)
であることを示せ．

7-7. 素朴な方法で 3n を計算したときのビット演算量は O(n2)であることを示せ．

7-8. 繰り返し二乗法で x12 を計算したときの乗算の回数を求めよ．

7-9. x15 の計算を考える．

（a）繰り返し二乗法で x15 を計算したときの乗算の回数を求めよ．

（b）繰り返し二乗法よりも少ない乗算回数で x15 を計算する方法を一つ与えよ．

7-10. 繰り返し二乗法で xn を計算したときの乗算の回数は 2⌊log2 n⌋ 以下であることを
示せ．
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