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３重周期極小曲面 

堀井 克己 

１．はじめに 

 

３次元空間内に与えられた閉曲線を境界にもつ曲面のなかで面積が極小である曲面を極小曲面といい、

この曲面を求める問題をプラトー問題という。ベルギーの物理学者である Plateau は閉曲線の形状をい

ろいろ変えた石鹸膜の実験を行いさまざまな極小曲面が得られることを発見した。数理総論のセミナー

でも酒井先生が石鹸膜実験を実演され、いろいろな形をした閉曲線ごとに多様な極小曲面がつくられる

ことを観察した。 

閉曲線が平面内にあるときは、石鹸膜が張る曲面は（極小曲面のなかで最も単純な）平面になるが、対

角線で折り曲げた斜交４辺形 (skew quadrilateral) の場合は、１つの対角線にそって下に凸で、もう

一方の対角線にそって上に凸な曲面ができる。斜交４辺形は単純な境界条件であるので、面積を最小化

するという変分問題に適用すればこの問題の極小曲面は簡単に求められるのではないかと予想した。し

かしこの問題は簡単ではなかった。 

本レポートは、数理総論の課題ポートとして、斜交４辺形の境界に対する極小曲面とこれをユニットに

して構成した３重周期極小曲面について、現時点で知りえたことをまとめたものである。 

 

２．極小曲面（[WE],[Km]など） 

 

極小曲面とは、平均曲率が恒等的にゼロである曲面として定義される。極小曲面は、 )),(,,( yxzyx のよ

うに、パラメータ表示されるものとする。このとき Lagrangeの微分方程式 

  0)1(2)1( 22  yyxxyyxxxy zzzzzzz . 

を満たす。与えられた境界に対する極小曲面をみつける問題は変分問題である。極小曲面は、与えられ

た境界条件に対して曲面の面積が極小であると特徴付けられる。平面は自明な極小曲面であり、非自明

な極小曲面としてはカテノイドやヘリコイドなどがみつけられている。一般的なケースに対しては、解

の存在が Douglasと Radoによって独立に証明されている。彼らの解析は特異点の可能性を排除するも

のではない。これに対して、Ossermanと Gulliverは曲面積の最小解は特異点をもつことができないこ

とを証明している。 

境界のない完備なものとして知られている唯一のもの、すなわち、埋め込みで自己交叉のない極小曲面

は、カテノイド、ヘリコイドおよび平面しかないと考えられてきた。Hoffmanは種数１の３つの端部を

もつ埋め込み曲面を発見した。 

極小曲面 ),,( zyx は、微分可能な複素数値関数 )(wf を用いて次のように表わされる[Km]。 
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この表現公式は Enneper と Weierstrass によって互いに独立に導かれ Weierstrass-Enneper の表現公

式と呼ばれている。空間４辺形で張られる極小曲面は Schwarzと Riemannによって発見された。 )(wf

は次式で与えられる [Km] 。 
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３．Schwarz の周期的極小曲面 

 

Schwarz は小さなユニットの極小曲面から大きな極小曲面を構成するのに用いる次の２つの法則を見

つけた（Schwarzの鏡像原理と呼ばれる、[We]）。 

① 極小曲面の境界が直線であるときには、その直線に関して反転させたものと元の曲面をつないでも

極小曲面になる。 

② 極小曲面が平面と直角に交わるときには、この平面に関して曲面の鏡像をとったものを元の曲面と

つないでも極小曲面になる。 

図 1は斜交４辺形で張られる極小曲面から、鏡像原理を用いて構成した極小曲面の一部の立方体ユニッ

トである。さらにこのユニットを、３方向に展開したものが Schwarz の P 曲面であり、3 重周期の極

小曲面になっている(図 2)。なお、極小曲面の構成法の詳細は[Di], [Ni],[S]などを参照されたい。 

前述したとおり、Plateau 問題の極小曲面については解の存在は証明されてはいるものの、どんな境界

条件に対しても実際に解を求めることは大変困難である。このため、問題を離散化して、数値解析的に

解を求める研究も多く行われている（例えば、[Kk],[H],[M]など）。なお、Schwarz の曲面は、

}2:)),(,,{(  yxyxzzyx の形で、nonparametrically に表わすことができ、双曲放物体

}2:)/)(2,,{( 22   yxyxzyx として近似的によく表わすことができる。厳密解と近似式の２

つの曲面積の比は 1.0012である[Ni]。 
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図 1 Schwarzの P曲面 (6個の管はそれぞれ隣接ユニットにつながる) 

 

図 2   Schwarzの P曲面から生成された３重周期曲面 

 


