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相馬 輝彦（東京電機大学 理工学部）

離散群の有界コホモロジー �������� ��	�
����� の概念は ��

�������によって導入され，位相空間に関しても本質的に同値な概念
が�� ���
�� ���によって定義された．���
��の論文 ���が発表され
てから現在に至るまで，特に �次の有界コホモロジーを中心に様々な
結果が得られている（例えば �� �������	�� ���の参考文献を見よ）．
有界コホモロジーは通常のコホモロジーと同様ホモトピー不変量であ
る．言うまでもなく，不変量の  強さ!は

ホモトピー不変量 � 位相的不変量 � 幾何的不変量

の順である．講演者は論文 �"����"�� において，中間の「位相的不変
量」を経由せずに，直接的に #次有界コホモロジーと無限体積の双曲
#次元多様体（幾何的不変量）との相互関係を研究した．

「�次有界コホモロジー」 �� 「無限体積の双曲 �次元多様体」

��� 定義および基本的性質
� を位相空間とし，������� ��� を実係数の特異鎖複体とする．�$

鎖 � %
��

��� ��	
�
� � ����� の������ノルムは

����� %
��
���

����

で定義される．このとき，������� �� � ��� のノルム空間としての完備
化 � ��

�
��� を考える．すなわち，� ��

� ��� は ����� %
�

�

��� ���� � � で
あるような級数 � %

�
�

��� ��	
�
� 全体のなす空間である．境界作用素

�� & ����� �� ������� は自然な拡張
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をもつ．'����	空間 �� ��

�
���� �� � ��� の双対空間 ���

� ���� �� � ������ と，
���

��� の双対境界作用素 Æ�� & ��
� ��� �� ����

� ��� は � の有界コホモ
ロジー �������� ��	�
�����


�

� ��(�� % 
����

� ����

を定義する．このとき，
�
� ��(��の各元 � の擬ノルム �)*�������
+

*�
����
� ����� が

����� % ��,	�����( � � ��
� ��� % -���Æ�� � .�/	 ��� % �


で与えられる．次節で示すように，この擬ノルムはノルムとは限らな
い．したがって，有界コホモロジーのみではなく，その商ベクトル空間


���(�� % 
�
� ��(���	��� � 
�

� ��(��( ������� % 0


を考えることは意味をもつ．
���(��はノルム �� � ��をもつ'����	

空間である．
�
� ��(��の元 ���に対応する 
���(��の元を ���� で

表すことにする．
任意の離散群 � に対しても，有界コホモロジー 
�

� ��(�� が代数
的に定義できる．���
�� ���と 1����� �2�は，任意の弧状連結空間 �

に対して �
�

� ������ �� � ��� と �
�

� ������(��� �� � ��� は等長的に同型で
あることを示した．また � が �
������ 群のとき，任意の整数 � � 0

に対して，
�
� ����� % 	0
 である �����．定義から容易に示されるよ

うに，任意の位相空間 � に対して 
�
� ��(�� % 	0
 なので，�次以上

の有界コホモロジーのみが研究対称となり得る．3� を種数 � の向き
付け可能で連結な閉曲面とする．� % 0� " のとき，���3�� はアーベル
群であるから，� � 0 に対して 
�

� �3�(�� % 	0
 である．一方 � � "

のとき，
�
� �3�(�� の次元の研究は，'����* �"� に始まり，最終的に

��/*�
�/*� �"0� よって ��

�
� �3�(�� % 4� （連続濃度次元のベク

トル空間）であることが示された．この結果は，5)*/���$6�7�.��� ���

によって一般化され，任意の非初等的双曲的群 �	)������� ����)� �

に対して，��

�
� ��(�� % 4� が証明された．

��� 擬ノルムをもつ有界コホモロジー
有界コホモロジーの特長の一つとして，前節で定義したような擬

ノルムをもつことが挙げられる．

「ノルムではない擬ノルムをもつ有界コホモロジーが存在するか？」

�



という問題は，���
�� ���+ 1����� �2� 等によって提起されて以来，未
解決のまま残っていた．8�
� �"�� では，��/*�
�/� $����/� �9� の結
果を利用することによって，このような擬ノルムが存在することをは
じめて証明した．

��$鎖複体 �� ��

�
���� ���

�
� が �$一様有界条件 ��$���,��
 �������

�����/���+ �$:';���をみたすとは，ある定数 � � 0 が存在し，任
意の � � ��

� % 1
����

���� に対し ������� % �+ ����� � ������ をみたすよ
うな � ��

������ の元 � がとれることをいう．

定理 �	
	 ���/*�
�/� $����/� �9�� 
�
� ��(�� 上の擬ノルム �� � �� がノ

ルムであるための必要十分条件は �� ��

�
���� ���

�
� が ��� "�$:'; ��をみ

たすことである．

実際，彼らはこの定理を使って �次以下の有界コホモロジーの擬ノ
ルムはすべてノルムであることを示した．一方，次の定理が示すよう
に，階数 �以上の自由群や種数 �以上の向き付け可能な閉曲面の基本
群 � の #次有界コホモロジー 
�

� ��(�� 上の擬ノルムはノルムでは
ない．

定理 �	�	 �8�
� �"��� 全射準同型 � & � �� � � � を許すような任意
の離散群 � に対して，
�

� ��(�� 上の擬ノルム �� � �� はノルムではな
い．

実際，この定理を証明するためには � % ���の場合を考えれば十
分である．�� 内の <���� ���	/ ���/ � の補空間 ���� を� とする．
� は種数 "の <����� ���/であるから，� は �� 上の ����$)���/����

/���* � Æ$束の構造をもつ．さらに，� が完備な双曲構造をもつことは
よく知られている ��	��*/�� �"���．� & �� �� � を ����

Æ�  �����

に同伴する無限巡回被覆とする．�� は � から � を使って誘導された
双曲構造をもつ．この双曲構造を利用して，�� ��

�
����� ���

�
� が �$:'; ��

を満たさないことを示すことができる．������ �% ����
Æ� �% � � � で

あるから，
�
� �� ��(�� 上の擬ノルムがノルムでないことが示された

ことになる．
さらに，同様の議論により次が示せる．

定理 �	�	 ��"��� �以上の任意の整数 � に対して，有限生成離散群 ��

で，その �$次有界コホモロジー 
�
� ���(�� 上の擬ノルムがノルムで

#



はないものが存在する．

実際，
 を �� � #�$次元の向き付け可能な双曲閉多様体とすると
き，基本群 �� % ���3� �
� は定理 ��#の性質を持つ．

注意	 � ���� % 	� � 
�
� ��(��( ����� % 0
 を 
�

� ��(�� の零ノルム
空間と呼ぶ．定理 ���+ ��#の証明は定理 ��" ���/*�
�/�$����/� �9��に
依っているが，彼らの証明は=�	�$'����	の定理を本質的に使ってい
るので，���3��の非自明な元を具体的には構成できなかった．その後，
8�
� �"�� においてはじめて具体的な構成が可能になった．���3�� 内
の "次独立な元からなる連続濃度集合を作ることができるので，特に
次が成り立つ．

定理 �	�	 ��"��� � � " のとき，��
���3�� % 4��

実際の証明中では，3� �� 上の双曲構造と，（錐形の特異点集合を
もつ）ユークリッド構造の両方を組み合わせることによって，���3��

の非自明な元が構成されている．

��� 双曲�次元多様体の基本類と剛体性定理
�8>��� % 1*�
����� の離散部分群 ? をクライン群という．我々

の扱うクライン群 ? はつねに有限生成であり，また有限位数の元をも
たない �/��*��� ,����と仮定する．このとき，�� % �

��? は双曲 #次
元多様体であり，自然な等化写像 � & �� �� �� は普遍被覆である．
特に，�� がコンパクトな #次元多様体の内部に同相なとき，? は位
相的 ����クライン群と呼ばれる．�� が �����@ ����をもつとき，?

は幾何的有限クライン群といい，そうでないときは幾何的無限クライ
ン群という．幾何的有限クライン群は位相的 /�
�であることが知ら
れている（例えば �	��*/�� �"�� 参照）．

�� 上の #$コサイクル �� を，任意の特異 #$単体 	 & A� �� ��

に対して，
���	� %

�
	�

*/����	/�	���B��

で定義する．ただし，B� は�� 上の体積要素とする．�� 内の直 #$単
体の体積は�

� 内の仮想正#$単体の体積 �� より小さいので，����	�� %

�B��*/����	/�	��� � �� が成り立つ．よって，���� は 
�
� ���(�� の元

であるが，それを �� の基本（有界コホモロジー）類という．そのノ

�



ルムは
�������� � ������ % ��

をみたす．
;���� ��� の結果を利用して次が示される．この定理から，位相

的 /�
�クライン群 ? の基本類と ? の幾何的有限（無限）性が関連を
持っていることが分かる．

定理 �	
	 �8�
� �"��� ? を �� % �
��? の体積が無限であるような位

相的 /�
�クライン群とする．このとき，次の #条件は同値である．

��� ? は幾何的無限．

���� 
�
� ���(�� において ���� �% 0�

����� �������� % ���

したがって特に，���� �% 0 �� 
�
� ���(�� であるための必要十分条件

は，����� �% 0 �� 
����(�� である．

ここで，3� �� 上の双曲構造の  ����	
C�����!空間を考える．ホ
トモピー同値写像 � & 3� �� �� を許すような双曲 #次元多様体
�� % �

��? は，3 � � に同相である．このような対 ���� �� と
����� � ��が同値であるとは，�Æ� が � にホモトピックであるような向き
を保つ等長写像 � & �� �� ��� が存在することをいう．このような同
値類全体の集合を��3��とかく．��3��において，���� �� % ���� � � ��

であれば，明らかに 
�
� �3�(�� において �� ������ % �� �������� が成り

立つ．したがって特に，���� ������ � �� ���������� % 0 である．これは，
��3�� の �つの元が

「幾何的に等しければコホモロジー的にも等しい」

を意味する．明らかにこの逆は成り立たない．たとえば，?+ ?� が幾
何的有限のときは定理 #�"より，�� ������ % �� �������� % 0 である．し
かし，このような例で �� と ��� が等長的でないものはいくらでも
構成できる．そこで，�重に退化している双曲多様体のみを考えるこ
とにする．���� �� � ��3�� が �重に退化しているとは，�� の �つ
のエンドがいずれも幾何的無限であることを意味する．

問題 �	�	 ���� ��� ����� � �� を ��3�� の �重に退化している元とす
る．このとき，���� ������� �� ���������� % 0 であれば，��3�� において

�



��� �� % �� �� � �� か？

つまり，�重に退化している ��3�� の元に対して，

「コホモロジー的に等しければ幾何的にも等しいか？」

を問題にしている．単射半径 ��7���� % ��,	��7	�
���( � � ��
 � 0で

あるような元 ���� �� 全体からなる ��3�� の部分集合を ���3�� と
おく．このとき，問題 #��の部分解として次が成り立つ．

定理 �	�	 �8�
� �"#�� ���� �� を ���3�� の �重に退化している元で，
��7���� �  
 � 0 とする．このとき，次の性質 �D�をみたす � と  
 の
みによる定数 !���  
� � 0 が存在する．

�D� ���� ������� �� ���������� � ! となる任意の ���� � � �� � ���3�� は
　　 ���� �� に同値である．

定理 #�#は，�重に退化している ���3�� の元に対しては，必ずし
も「コホモロジー的に等しい」ことを仮定しなくても，

「コホモロジー的に近ければ幾何的に等しい」

が成立することを示している．�"#� で与えられた証明は簡潔なものと
はいえないが，証明の大筋とアイデアに関しては 8�
� �""� を参照し
てほしい．実際，この証明は ���*� のエンディング・ラミネーション
定理 �E� を本質的に利用している．しかし，���*� の定理は ���3��

の元に対してのみ成立するものなので，問題 #��の完全な解答を得る
には，定理 #�#の証明とは別の議論が必要であると思う．

	�� ���	���( ��� �� � ���3��
+ 	��
���	���( ��� �� � ��3��
 を

含む 
��3�(�� の最小'����	部分空間をそれぞれ "����+ "��� と
する．したがって，"������の任意の元は �� ���	��� 型の元（ただし
��� �� � �����3��）の列がつくる級数である．"����+ "��� の定義
より，

��
"���� � ��
"��� � ��

��3�(�� � ��

�
� �3�(�� � 4�

が成り立つ．もし "���� が有限次元ならば，無限個の元からなる集合
	�� ���	���( ��� �� � ���3��
 がコンパクト集合 	� � "����( ����� %

��
 上にあることになるが，これは明らかに定理 #�#に矛盾する．し
たがって，次の系が得られる．

�



系 �	�	 ��"#�� ��
"���� % 4�� したがって特に，��

�
� �3�(�� %

��

��3�(�� % 4��


�
� �3�(��が無限次元であることは既に，F�*	��� �"2� で証明され

ている．�"2�の証明を改良すれば系#��の別証明ができるが，講演者は有
界コホモロジーの次元自体はそれほど問題にはしていない．それよりも，
双曲 #次元多様体を使って表現できる空間 "��� が 
��3�(�� の中
のどれ位の部分を占めるかに関心がある．特に，"���� % 
��3�(��

または "��� % 
��3�(�� が成り立つかどうかは自然な問題である．
しかし次の系は，"���� や "��� が 
��3�(�� の中の非常に小さな
部分しか占有していないことを示している．

系 �	�	 ��"��� ��

��3�(���"��� % 4��

この系は，上の定理 #�"と;����の被覆定理 ��#+ ;������� G��を
使って証明される．
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