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概 要
3次元双曲多様体やHaken多様体などの既約多様体に関連する研究結果につ
いて解説する．単体的体積と 3次元有界コホモロジー，3次元多様体間の正
次数写像，Thurstonの第 8問題の解決等が中心的な話題である．

講演者が 3次元多様体の研究を始めた時期は，ちょうどW. Thurstonの有名な講義
録“The geometry and topology of 3-manifolds” [41]が広まっていった時期と一致する．
この講義録に影響を受け，結び目の単体的体積に関する研究を行い，初めて論文(Soma

[27])を発表したのは 1981年である．この論文の内容は，かなり初歩的なものである．
しかしそれが，研究の方向を決定付けたことは間違いない．それ以後，幾何的手法を
利用した3次元多様体の研究と深く係わることになった．

1982年に，24の問題からなるThurstonの問題集 [42]が出版され，その後の3次元双
曲幾何・トポロジーさらには複素関数論の研究に指針を与えることになった．現在で
は，具体的な問題（予想）の多くは肯定的に解決しており，Thurstonの予見の正確さ
に驚かされる．詳細は，Otal [23]の解説を参照せよ．特に重要なのは，幾何化予想と
よばれる第1問題である．この予想を解決したのは，G. Perelmanである．特に，向き
付け可能な 3次元閉多様体は，双曲多様体，Seifert多様体とそれらのバイブリッドで
あるHaken多様体からなることが分かった（図 1.1参照）．3次元多様体論における最
も有名な未解決問題であったPoincaré予想もこれで解決した．3次元幾何多様体（また
はHaken多様体）に対して得られていた講演者の結果も，自動的に一般の既約な多様
体に対して成り立つ結果となった．
本講演は，講演者の研究と関連するテーマのみ扱っており，これが幾何的 3次元多

様体論の主流というわけではない．その他の話題に関しては，作間 [25]を参照してほ
しい．

1. 3次元多様体と「体積」
1.1. 既約多様体のトーラス分解

以下では，3次元多様体はつねに連結かつ向き付け可能と仮定する．3次元多様体M

に埋め込まれた任意の 2次元球面が，M内の 3次元球体の境界になるとき，Mは既約
であるという．既約閉多様体とS2 × S1が3次元閉多様体の「素因子」である．コンパ
クト・既約な3次元多様体Mは，固有に埋め込まれた非圧縮曲面を含むとき，Haken

多様体とよばれる．Jaco-Shalen-Johannson分解定理より，Haken閉多様体は，アンビ
エント・アイソトピーを除いて一意的に決まるトーラス分解をもつ．この分割により，
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Seifert多様体S1, . . . , Snと，それ以外の（互いに疎な）コンパクト多様体H1, . . . , Hm

が得られる．さらに，Thurstonの一意化定理より，各Hiの内部 IntHiは完備有限体積
の双曲構造をもつことが証明された．

H(M) = H1 t · · · t Hm, S(M) = S1 ∪ · · · ∪ Sn (1.1)

とおき，それぞれMの双曲部分，Seifert部分という．Perelmanの幾何化定理により，
Haken多様体以外の既約閉多様体Mは，双曲多様体であるかSeifert多様体である．前
者の場合はM = H(M), 後者の場合はM = S(M)と考える．

図 1.1 幾何化定理とは，「結局グレー領域は空集合であった」という主張である．

1.2. Gromovノルムと単体的体積

Xを位相空間とし，(C∗(X), ∂∗)を実係数の特異鎖複体とする．k-鎖 c =
∑n

i=1 aiσi ∈
Ck(X) の Gromov ノルムは，‖c‖ =

∑n
i=1 |ai| で定義される．k 次元ホモロジー群

Hk(X; R)の要素αの（擬）ノルムを，

‖α‖ = inf
{
‖c‖ ; c ∈ Zk(X) := Ker(∂k) with [c] = α

}
で定義する．M が向き付け可能な n次元閉多様体のとき，基本ホモロジー類 [M ] ∈
Hn(M ; R)のノルム ‖[M ]‖を，M の単体的体積 (simplicial volume)といい，これを
‖M‖とあらわす．
以下では，3次元多様体の場合のみを考える．このとき，閉多様体だけでなく境界成

分が全てトーラスであるようなコンパクト多様体に関しても，単体的体積が同様に定
義できる．Seifert多様体Sの単体的体積はつねに ‖S‖ = 0であることを示すのはそれ
ほど難しくはない．次の定義は，単体的体積を考える上で基本的である．

定理 1.1 (Thurston [41, Theorem 6.2]). Mを3次元双曲閉多様体とするとき，等式

‖M‖ =
Vol(M)

v3

が成り立つ．ただし，v3 = 1.014916 . . . は理想双曲正3-単体の体積とする．

任意の特異k-単体σ : ∆k −→ Mに対し，straight(σ) : ∆k −→ Mは∆kの頂点を動か
さずσにホモトピックな可微分写像で，そのH3へのリフトが双曲k-単体の (自然な）パ



ラメータ写像となっているものとする（図1.2参照）．c =
∑n

i=1 aiσiをMの基本類 [M ]

を代表する 3-サイクルとする．このとき straight(c) =
∑n

i=1 aistraight(σi)も [M ]を代
表する 3-サイクルであり，‖straight(c)‖ ≤

∑n
i=1 |ai| = ‖c‖をみたす．このサイクルを

利用して，‖M‖ ≥ Vol(M)

v3

が証明できる．逆向きの不要式の証明はずっと難しい（相

馬 [40, 第2.5節]の解説をみよ）．さらに，Mが既約閉多様体のときは，トーラス分解
(1.1)に対し，次のCutting-off定理（Gromov [5, 第4.2節], Soma [27]）が成り立つ．

‖M‖ = ‖H1‖ + · · · + ‖Hm‖ =
Vol(IntH1)

v3

+ · · · + Vol(IntHm)

v3

(1.2)

図 1.2 k = 3の場合

1.3. 単体的体積と剛性定理

Mostowの剛性定理とは，「3次元以上の双曲閉多様体の幾何構造は，多様体のホモト
ピー型で決定される」という主張である．この定理にはいろいろな証明法や一般化が
ある．Thurstonの証明は，単体的体積を使用したものである．

定理 1.2 (Thurston [41], Mostow-Gromov-Thurstonの剛性定理). f : M −→ Nを 3次
元双曲閉多様体間の正次数写像とする．このとき，fがdeg(f)-重の局所等長的被覆射
影にホモトピックであるための必要十分条件は，Vol(M) = deg(f)Vol(N)である．

(1.1), (1.2)より，定理1.2を既約な3次元閉多様体の場合に一般化することが可能で
あると推測できる．

定理 1.3 (Soma [28], 既約閉多様体に対する剛性定理). f : M −→ N を既約な 3次
元閉多様体間の正次数写像とする．このとき，g ' f , g(H(M)) = H(N), 制限写像
g|H(M) : H(M) −→ H(N)はdeg(f)-重被覆射影，をみたす連続写像 g : M −→ Nが存
在するための必要十分条件は，‖M‖ = deg(f)‖N‖である．

実際，この定理を証明するには，等式‖M‖ = deg(f)‖N‖が成り立つとき，fがトー
ラス分解を保存することを示す必要がある．しかし，fがπ1-単射という仮定がないの
で，自明な事実ではない．



1.4. 閉曲面の3次元有界コホモロジー

擬ノルム空間 (H∗(X; R), ‖ · ‖)の双対概念である有界コホモロジーを定義する．Ck(X)

を実係数のk-双対鎖複体とする．Ck(X)の要素 cで，

‖c‖ = sup
{
|c(σ)| ; σ : ∆k −→ X is a singular k-simplex

}
< ∞

をみたすもの全体からなるR-部分空間をCk
b (X)とする．Ck(X)上の双対境界作用素δk

の制限作用素 δk
b := δk|Ck

b (X) : Ck
b (X) −→ Ck+1

b (X)が定義できる．このとき，双対鎖複
体 (C∗

b (X), δ∗b )の定義するコホモロジー

Hk
b (X; R) = Zk

b (X)/Bk
b (X)

(
Zk

b (X) = Ker(δk
b ), Bk

b (X) = Im(δk−1
b )

)
を，Xの有界コホモロジー (bounded cohomology)という．α ∈ Hk

b (X; R)の擬ノルム
‖α‖を，

‖α‖ = inf
{
‖c‖ ; c ∈ Zk

b (X) with [c] = α
}

で定義する．
この擬ノルムがノルムかという基本的な問題は，Gromov [5, p. 38]他より提起され

た．Matsumoto-Morita [17, Theorem 2.5]より，Hk+1
b (X; R)上の擬ノルム‖ · ‖が，ノ

ルムであるための必要十分条件は，鎖複体 (C∗(X), ∂∗)がk次一様境界条件をみたすこ
とである．実際，彼らはこの結果を使って，k < 3のとき，Hk

b (X; R)の擬ノルムは必
ずノルムになることを示した．一方，Soma [32]では，(C∗(Z ∗ Z), ∂∗)が 2次一様境界
条件をみたさないことを証明することにより，H3

b (Z ∗ Z; R)の擬ノルムがノルムはな
らないことを示した．これは，3次元幾何とは無関係な結果にみえるが，証明では，8

の字結び目の補空間が完備な3次元双曲構造をもつことを利用する．
したがって，k ≥ 3のとき，零ノルム空間Nk(X) = {α ∈ Hk

b (X; R) ; ‖α‖ = 0}が一
般には零空間ではないことがわかった．ただし，Matsumoto-Moritaの定理は，Hahn-

Banachの定理に依っているので，Nk(X)の要素が具体的に与えられた訳ではない．こ
れは，別の方法で解決できた．

定理 1.4 (Soma [31]). Σgを種数 g > 1の閉曲面Σgとする．このとき，N3(Σg)の要素
[cr] (0 < r ≤ 1)で，H3

b (Σg; R)において線形1次独立なものが具体的に構成できる．特
に，零ノルム空間N3(Σg)は連続濃度次元を持つ（巨大な）ベクトル空間である．

Yoshida [44]により，H3
b (Σg; R)は無限次元であることは知られていたが，定理1.4の

系として，H3
b (Σg; R)は連続濃度次元であることがわかった．さらに，Soma [30]では，

（商）Banach空間 Ĥ3
b (Σg; R) = H3

b (Σg; R)/N3(Σg)も連続濃度次元であることが証明さ
れている．

1.5. Klein曲面群の剛性定理と有界コホモロジー

PSL2(C) = Isom+(H3)の離散部分群をKlein群という．我々は，有限位数の要素をも
たないKlein群Γのみを考える．このとき，MΓ = H3/Γは3次元双曲多様体であり，自
然な等化写像p : H3 −→ MΓは局所等長的な普遍被覆である．この節では，Γはつねに
有限生成の場合を考える．MΓが有限体積の凸コアをもつとき，Γを幾何的有限Klein

群といい，そうでないときは幾何的無限Klein群という．MΓ上の3-コサイクルを，任
意の特異3-単体σ : ∆3 −→ MΓに対して，

ωΓ(σ) =

∫
∆3

straight(σ)∗(ΩΓ)



で定義する．ただし，ΩΓはMΓ上の体積要素である．MΓ内の双曲3-単体の体積はH3

内の理想正3-単体の体積v3より小さいので，|ωΓ(σ)| < v3が成り立つ．よって，ωΓは
Hb(MΓ; R)の要素 [ωΓ]を代表する．[ωΓ]をMΓの基本有界コホモロジー類という．明ら
かに，その擬ノルムは‖[ωΓ]‖ ≤ ‖ωΓ‖ = v3 をみたす．

定理 1.5 (Soma [29], 基本有界コホモロジー類によるKlein群の特徴付け). Γを有限生
成Klein群とする．このとき，次の3条件は同値である．

(1) [ωΓ] 6= 0 in H3
b (MΓ; R).

(2) ‖[ωΓ]‖ = v3.

(3) Γが幾何的無限であるか，またはMΓが有限体積である．

注意 1.6. 実際には，[29]において定理1.5は，Γが位相的 tame Klein群という仮定のも
とで証明されている．しかしその後，「有限生成Klein群は位相的に tameである」とい
うMardenの予想（Thurstonの第9問題）が，Agol [1]とCalegari-Gabai [4]によって，
独立に証明されたので，この仮定は除外できた．Mardenの予想の短い証明は，Soma

[38]にある．

Γが π1(Σg) (g > 1)に同型であるとき，（π1(Σg)型）Klein曲面群という．π1(Σg)

型Klein曲面群の“Teichmüller空間”T (3)(Σg)を考える．ホモトピー同値写像f : Σg −→
MΓを許すような3次元双曲多様体MΓはΣg ×Rに同相である．このような対 (MΓ, f),

(MΓ′ , f ′)が同値であるとは，α◦f ' f ′をみたす向きを保存する等長写像α : MΓ −→ MΓ′

が存在することをいう．同値類全体の集合をT (3)(Σg)とおく．
(MΓ, f), (MΓ′ , f ′) を T (3)(Σg) の完全 2 重退化要素とする．[30] では，f ∗([ωΓ]) =

f ′∗([ωΓ′ ]) in H3
b (Σ, R)であるとき，MΓとMΓ′は同じエンディング・ラミネーションを

持つことを示した．一方，Minsky他 [19, 3]によって証明されたエンディング・ラミ
ネーション定理［EL定理］（Thurstonの第11問題）により，MΓとMΓ′の間にはマー
キングを保存する等長写像が存在することがわかった．よって次が成り立つ．

定理 1.7 (Soma [30], Klein曲面群の剛性定理). (MΓ, f), (MΓ′ , f ′)をT (3)(Σg)の完全 2

重退化要素とする．このとき，(MΓ, f) = (MΓ′ , f ′) in T (3)(Σg)であるための必要十分
条件は，f∗([ωΓ]) = f ′∗([ωΓ′ ]) in H3

b (Σg, R)が成り立つことである．

注意 1.8. 実際 [30]では，単射半径の下限が正のMΓ, MΓ′のみが剛性定理の対象であっ
た．それは，この論文が発表された時点では，このような多様体に対してのみEL定理
が証明されていたからである．一般のEL定理が発表されたのは，それから 10年以上
後のことである．しかし，講演者はEL定理に従属しなくても定理1.7が直接証明でき
るのではないかと考えている．

2. 既約な3次元多様体間の正次数写像
講演者が関心を持つ前から3次元多様体間の次数1または正次数の写像の研究は始まっ
ていた．具体的な研究目標は，Y. Rongによって提案されたKirbyの問題集 [14]の問
題 3.100 (A), (B)である．deg(f) > 0の写像 f : M −→ Nが存在するとき，NはMに
よって，deg(f)-支配されるまたは単に支配されるという．ここで，Mは任意の閉多
様体とする．

(A) Mに1-支配される既約な3次元閉多様体は（位相同型を除いて）有限個であるか．



(B) 次の性質をみたすような定数n(M) ∈ Nは存在するか．
Mを起点とする任意の次数 1写像の列：M

f0−−→ M1
f1−−→ M2

f2−−→ · · · fn−1−−−−→ Mn

を考える．ただし，Mj (j = 1, . . . , n)は既約であるとする．もしn ≥ n(M)であ
れば，fiの中の少なくとも1つはホモトピー同値写像である．

3次元多様体の基本群の特性より，(A) ⇒ (B)が示せる．正次数写像の研究は「up to

双曲部分」の形で進んでいた．その状況を変えたのは次の定理である．

定理 2.1 (Soma [33, 34]). Mを任意の 3次元閉多様体とする．このとき，Mによって
支配される既約閉多様体Nの双曲部分H(N)の位相型はたかだか有限個である．

この証明では，Thurson [43] の議論を応用する．3次元閉多様体Mから双曲多様体
への正次数写像 f : M −→ Nが与えられたとする．Mの単体分割 τ を固定しておく．
各 3-単体∆ ∈ τ (3)に対し，N内の双曲 3-単体 straight(f ◦ inc∆)を考える．M上には，
straight(f ◦ inc∆) (∆ ∈ τ (3))を経由し，Nから誘導される仮想双曲構造が定義できる．
このとき，[43]と同様な議論により，Mの「双曲構造」の有界性が示せる．それを利
用して，Mに支配される双曲多様体の個数の有限性が証明できた．
定理2.1とRong [24]の結果を合わせることにより次が得られた．

系 2.2 (Soma [34]). 問題 (B)は正しい．

注意 2.3. 2012年にLiu [15]が，M. Boileau, S. Wang等の一連の結果を利用して，問
題 (A)を最終的に解決した．

3. 3次元幾何多様体の微分同相群
3.1. 3次元トポロジー的観点からの最小面積曲面

最小面積曲面の 3次元多様体論への応用は，1980年のMeeks-Yauによる一連の研究か
ら始まった．特に，Freedman, Hass, Scottの論文 [6]は，この理論の発展期を支えた．
Gabai [7]が，「無限面積の」最小面積曲面を3次元双曲多様体の位相的剛性定理の証明
に使用したのを契機に，転換期に入った．最小面積曲面は安定な極小曲面であるが，3

次元多様体論で必要とされるのは主に最小面積曲面であり，安定な極小曲面というだ
けでは不十分な場合が多い．

Gabaiは剛性定理を証明するため，3次元双曲空間H3上のコ・コンパクトなRiemann

計量µ（負曲率とは限らない）とH3の無限遠球面S2
∞上の滑らかな単純閉曲線 λを考

えた．Gabaiは，λを境界にもちµ-最小面積平面からなるH3内のD2-極限ラミネーショ
ンの存在を証明した．しかし，D2-極限ラミネーションは非常に扱いにくく，それが論
文 [7]の後半部分を難しくしている．その困難を解消するため，Gabaiは固有に埋め込
まれたµ-最小面積平面が存在するかという問題を提起した．

定理 3.1 (Soma [35, 36], 固有最小面積平面の存在問題 (Gabai [7, 予想3.12] ) の解決).

Xをコ・コンパクトなRiemann計量µをもつ 3次元Gromov双曲空間とする．このと
き，∂X上の任意のJordan曲線は，X内に固有に埋め込まれたのµ-最小面積平面の境
界となる．

3.2. 既約3次元多様体の微分同相群のホモトピー型

M を既約な 3次元閉多様体とする．Diff(M)をM に関するC∞級の微分同相群とし，
Diff0(M)を恒等写像 IdMを含む連結成分とする．Diff0(M)のホモトピー型について考



える．MがHaken多様体とのき，この問題は，Hatcher [9], Ivanov [12]によって解決
されている．特に，Haken多様体MがS1-作用をもたないとき，Diff0(M)は可縮であ
る．そこで，Mが非Haken多様体の場合を考える．幾何化定理により，Mは幾何構造
をもつ．このとき，Mの自己等長写像全体からなるDiff(M)の部分空間を Isom(M)と
し，IdMを含む連結成分を Isom0(M)とする．このとき，次の予想がある．

予想 3.2 (一般Smale予想). Mを3次元幾何閉多様体とする．このとき，包含写像
i0 : Isom0(M) −→ Diff0(M)はホモトピー同値写像である．

この予想は，Mが楕円型のときと非楕円型の場合に分けて研究されている．Mが 3

次元球面S3のときが，オリジナルのSmale予想であり，これはHatcher [10]によって
解決された．特に，Diff0(S

3)はSO(4)にホモトピー同値である．それ以外の楕円型幾
何多様体の場合，Hong他 [11]によって，部分解が得られているが，まだ完全ではない．
非楕円・非Haken型幾何多様体は，双曲多様体，S̃L2-多様体，infranil多様体のいずれ
かである．Mが双曲多様体のときは，Gabai [8]はDiff0(M)が可縮であることを証明
した．特に，i0 : Isom0(M) −→ Diff0(M)はホモトピー同値写像である．

定理 3.3 (McCullough-Soma [18], S̃L2-多様体に関するSmale予想の解決). 3次元閉多
様体M が S̃L2-構造をもつとする．π1(M)の中心ZM が自明であるとき，Diff0(M)は
可縮であり，ZMが無限巡回群のとき，Diff0(M)はS1にホモトピー同値である．特に，
i0 : Isom0(M) −→ Diff0(M)はホモトピー同値写像である．

注意 3.4. (1) p : X −→ H2をS1-バンドルとし，Xは，pが擬等長的になるようなコ・
コンパクトRiemann計量をもつとする．また，lをH2内の任意の測地線とする．Xに
固有に埋め込まれた最小面積開アニュラスで，p−1(l)の有界近傍に含まれるものが存
在することは，定理3.1の証明と同様の議論によって示すことができる．講演者は，こ
の結果を利用して，S̃L2-多様体に対する位相的剛性定理を証明した (Soma [37]). この
剛性定理は，Scott [26]によって既に証明されていたが，[37]の議論により証明は統一
化・簡易化された．一方，Gabaiは彼自身の議論を応用して双曲多様体に関するSmale

予想を解決した．S̃L2-多様体の場合も，[37]の議論を使って Smale予想が証明できる
という発想に至るべきであった．しかし，D. McCullough氏に指摘されるまでの数年
間，まったく気がつかなかった．

(2) 非楕円型幾何多様体で，Smale予想が未解決なのは infra-nil多様体のみになった．
講演者は，この場合の証明はさほど難しくないと楽観視していたが，双曲幾何的手法
が使えないこともあり，未だに証明できていない．

4. Klein曲面群の幾何的極限の分類定理
次の問いが，Thurston [42]の第8問題である．

Analyze limits of quasi-Fuchsian groups with accidental parabolics.

「Analyze · · ·」という質問は抽象的であり，どこまで明らかにしたらよいかはっきり
しない．しかし，Otal [23]により，大鹿健一氏と講演者の共同研究 [22]が最終的な解
決と認定された．本節の結果は，連結な有限型曲面でEuler標数が負のものならば，つ
ねに成り立つが，簡単のため種数 g > 1の閉曲面Σgの場合のみ考える．また，扱う用
語・概念はかなり複雑なので，講演録では省略した．論文 [22]を参照するか，相馬 [39]

の解説をみてほしい．



主結果は，π1(Σg)型Klein群（特に擬Fuchs群）の列Γn (n = 1, 2, . . . )に対する幾何的
極限Gの完全な分類である．H3/ΓnはすべてΣg × (0, 1)に同相であるが，H3/Gがそう
であるとは限らない．このような現象は，Gが偶発的放物型要素 (accidental parabolic)

を含むときに起こる．代表的な例としては，Kerckhoff-Thurston [13], Brock [2]がある．
幾何的極限多様体の形としては，これらの例を有限個または無限個組み合わせたもの以
外は想像しにくいかもしれない．しかし，実際には，より複雑な例が数多く存在する．
以下，幾何的極限多様体H3/GをNGとおき，NGの非カスプ部分 (non-cuspidal part)

をNG
n.c.とおく．

定理 4.1 (Ohshika-Soma [22, Theorem A], 幾何的極限であるための必要条件).

Γn (n = 1, 2, . . . )をπ1(Σg)型Klein曲面群の列であり，非初等的なKlein群Gに幾何的
に収束すると仮定する．このとき，ラベル付きブリック多様体Mで，NG

n.c.に双Lipschitz

同相であり，かつ次の条件をみたすものが存在する．
(i) ∂Mの各成分はトーラスであるかまたは開アニュラスである．

(ii) Mに固有に埋め込まれた非圧縮アニュラスで，∂Mの異なる成分をつなぐものは
存在しない．

(iii) A = S1×[0,∞)を，Mに埋め込まれた非圧縮半開アニュラスで，S1×{t} (t → ∞)

がMのwildエンド eに向かうものとする．このとき，AのコアはM内のホモト
ピーで，eに向かう∂Mのある成分上に移動できる．

(iv) Mは，各ブリックの直積構造を保つようにΣg × (0, 1)に埋め込むことができる．
このとき，Mの幾何的有限エンドはΣg × {0, 1}に含まれるようにできる．

注意 4.2. (1) H3/Γn (n = 1, 2, . . . )はすべてΣg × (0, 1)と同相である．したがって，そ
の幾何的極限であるNGがΣg × (0, 1)に位相的に埋め込めるという定理 4.1 (iv)の主張
は自明にみえる．しかし，実際にこれを証明するのは簡単ではない．

(2) Mが2重に退化しているF ×R (=
⋃∞

n=−∞ F × [n, n + 1])型ブリック多様体の場合，
双曲幾何の一般論より次がいえる．

(v) Mの両側のエンディング・ラミネーションはM内で平行ではない．

定理 4.3 ([22, Theorem C], 幾何的極限であるための十分条件). Mを定理 4.1の条件
(i) – (iv)，注意 4.2 (2)の場合はそれに加えて条件 (v)，をみたすラベル付きブリック多
様体とする．このとき，π1(Σg)型 擬Fuchs群の幾何的極限Gで，次の性質 (*)をみた
すものが存在する．

(*) 等角な拡張写像f∂∞ : ∂∞M −→ ∂∞NGをもつ双Lipschitz同相写像f : M −→ NG
n.c.

が定義できる．ただし，∂∞M , ∂∞NGはM , NGの無限遠境界をあらわす．

注意 4.4. 条件 (i)–(iv)をみたすラベル付きブリック多様体のいろいろな例を，機械的
に構成することができる．ある例と定理 4.3より，擬Fuchs群の幾何的極限多様体NG

で，無限個の位相的 tameエンドと無限個のwildエンドの両方を同時に持つものが存
在することもわかる．これは，NGに幾何的に収束する擬Fuchs多様体H3/Γnのすべて
が，2つの位相的 tameエンドしか持たないのとは対照的である．

定理 4.5 ([22, Theorem D], 幾何的極限に関する剛性定理). G1, G2はいずれもπ1(Σg)

型Klein曲面群の非初等的な幾何的極限とする．もしf : NG1 −→ NG2がエンド不変量
を保存する同相写像であるならば，fは等長写像に固有ホモトピックである．



注意 4.6. (1) NGi
(i = 1, 2)のエンド不変量は，位相的 tameエンドに対してのみ定義

される．Wildエンドに関しては，不変量は定義されていない．

(2) 定理 4.1と定理 4.3より，与えられたKlein群Gが，π1(Σg)型Klein曲面群（特に
擬Fuchs群）の幾何的極限となるための必要十分条件がわかった．さらに定理4.5より，
幾何的極限多様体の等長類が完全に分類できることが証明できた．この分類定理の応
用例は，Ohshika [20, 21]等をみよ．

注意 4.7. [22]の証明はかなり複雑である．これは，Minsky他によるEL定理の後半部分
[3]の議論を基にしていることに起因している．EL定理の主要部分は，Masur-Minsky

[16]とMinsky [19]であり，そこでは高度に非自明な事実である「曲線複体の双曲性」
と「Lipschitzモデル定理」が証明されている．一方，[3]は長い論文であるが，主結果
の「双Lipschitzモデル定理」は想定内のものであり，（特にKlein曲面群の場合は）もっ
と簡単に証明できるように思える．
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