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1.�����������n 2 Z>0�	
r������r + 1����faigri=0L1 = a0 < � � � < ar = n7�,�i = 1; : : : ; r���A,�����ji; ki7ai = aji + aki 0 � ki � ji < i�0��������L��.���xn�GH�xi = ( x (i = 0);xji � xki (i = 1; : : : ; r);����,
�GH��xi (i = 0; : : : ; r � 1)��GH�0WL�� �Axn = xr�r!�"HL#$�.7



	
��������1.��0�"GH��	���	
:ai = ai�1 + a0 = i+ 1 (0 < i < n):
]ji = i� 1; ki = 0 (0 < i < n).+,r = n� 1.�(n) = blgn : n�:;<8����1.�(n) : n�:;<8�1�=�.�2.��:�	,����	(1800 B.C., Egypt; 200 B.C., India)��	��n = �d�(n) � � � d0�2��	
(��_�,��_����):b0 = d�(n) = 1; bi = ( bi�1 + bi�1 (2 - i)bi�1 + d�(n)�(i=2) (2 j i) (0 < i � 2�(n))��A,��fbig2�(n)i=0������7�W���7faigri=0����,ji = i� 1; ki 2 fi� 1; 0g (0 < i � r).+,r = �(n) + �(n)� 1.8



�3.�mn��	
7m; n��	
faigri=0; fbigsi=0�_�5:i = ai (0 < i � r) r+i = arbi (0 < i � s):�mn��	
figr+si=0�+,r+s.���15 = 3�5 = (1111)2��	
�+,2+3 = 5L,����2�3+4�1 = 6��*W.�2��+W��n = 33 = 3� 11 = (100001)2L2+5 = 7 > 6 = 5+2� 1.�4.
��p 2 Z>2L���p"	��	��n = (dt � � � d0)p��	
1��.���p = 5��	
1; 2; 3; 57� �A23 = (43)5 =(10111)2��	
1; 2; 3; 5; 10; 20; 231+,6L�5L�,����2�4+4� 1 = 7��*W.��23��	
1; 2; 3; 5; 10; 13; 23�+,6L��.	�_��n�)*�	
7�5��MN�,�	
�34
�1n1�������������0�,����GH��0MN�F��L�������NP���� !"#$%�&'()��%.9



���������	
�%��(r��(�������"���������%.������ �!"��"#,$%&ai�1 + 2 � ai�'ai�1 <ai�1 + a0 = ai�1 + 1 < ai�()�*ai�1 + a0+,-� %�,.)#�/012�34r+5$67�8�,9:,;<6=>$%*#?@�?��$%,ABai = aji + aki; 0 � ki � ji < i � r"C�fj1; : : : ; jr; k1; : : : ; krg = f0; : : : ; r � 1g:DE���"F,$%&( 1 < 2 < 3 < 51 < 2 < 4 < 5 ( 1 < 2 < 3 < 4 = 3 + 1 < 71 < 2 < 3 < 4 = 2 + 2 < 78G�H%�����%�,I)#JKLM8NOP'4)&Q/RS8TU��%PFV)���,II�#���8WXY#Z[V��.10



�����������"�%')�n = 1; : : : ; 100"�$%̀(n)8U#,.8���8	(��%.
Vn > 100�F,I)��̀(n)��(�F8F�%�����.
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�����̀Æ����8!"��i; 0 < i � r"���:���: ji = ki = i� 1 (;��#WX	).���: ji = i� 1��%G";�%.
��!"��#!�!"����%.����:������8!"���!�.`Æ�:����; 6= 9H � f0; 1; : : : ; r � 1g s.t.maxft 2 H j t < ig 2 fji; kig (0 < i � r):!��#H = f0; 1; : : : ; r � 1g�V�̀Æ���%.`�(n) : n8DE!��8(.`Æ(n) : n8DÈÆ�8(.`(n) : n8DE���8(.12



�����������	$2�
�P'�",�(n) � `(n) � `Æ(n) � `�(n) � �(n) + �(n)� 1 � 2�(n): (1)$2�#2n � 18���#NO��,(2�(2n � 1) = 2n� 2.�	1 (Shloz [Sh37℄, 1937).FVn 2 Z>0�'�"`(2n � 1) � n+ `(n)� 1:�	2 (Hansen [Han59℄, 1959).FVn 2 Z>0�'�"`(n) = `Æ(n):�	3 (Aiello-Subarao [AS93℄, 1993).FVn 2 Z>0�'�"2n � 18����(n+ `(n)� 1��%F8���$%.&'1#,?@�?����+Z%��%8�,&'3���V��.13



2.����������	
���`(n) � `Æ(n) � `�(n) � �(n) + �(n)� 1: (1)���[Bra39℄ `�(2n � 1) � n+ `�(n)� 1��̀(n) = `�(n) =)&'1.�[Knu97℄VPV̀(n) = `�(n)8�$#,D�n = 12509�����.�[Han59℄ 2n � 18����(n+ `Æ(n)� 1��%F8���.��",&'2 =)&'3 =)&'1.���I)�8�8�$�#̀(n) = `Æ(n) < `�(n) (&'2).�[Knu97℄ n < 18269�'&'2��.�[AS93℄ �(n) < 5�'&'2��.14



����#n8�DE�����8�)P8�8!"��+����:�	!�!"��i � `(n)�,
 =>$%*+;<�Fji < i� 2: (2)�	!�!"��i� 1; i � `(n)�,=>$%*8;���WX	"��ji�1 = i� 3; ji = i� 2; ki 6= i� 3: (3)`0�:�����(2)�(3)8!"��+����.`0(n) : n8DÈ0�8(.$%�̀��=) `0�=) `Æ����	�"�(),`(n) � `Æ(n) � `0(n) � `�(n) � �(n) + �(n)� 1: (1)����n8�DE���̀0�"�%�+��� )&̀(n) = `0(n).��(2), (3)+����V̀(n) = `Æ(n) (&'2)P
 P��$%.15



3.����������	
�+�V�,LM���"��n8DE���+��V,.)�̀0�"�%�+��$%.��1 ([BEZN01℄, [Bah03℄).FV0 < n � 218 = 262144�'&,��n8DE���8�"̀0����$%.I)"����()���P'�	4 ([BEZN01℄, 2001).FVn 2 Z>0�'�"`(n) = `Æ(n) = `0(n):+����.��I�� !2��"#.16



����DE����(2)(3)���	
���������,����������̀Æ�����������.��2 ([BN02℄).��5 � �(n) � 8; `(n) = �(n) + 3 (4)���, ̀0����n�������!"��#$�,%&̀Æ��'�n�(�������!"�, !2�)�#.*��̀(n) < `�(n)'�(1)�[Knu97, x 4.6.3, Theorem C℄�+,�(n) = 5 ) �(n) + 3 � `(n) < `�(n) � �(n) + 4 ) `(n) = �(n) + 3'��, !2��(n) � 5�-.�#$�/01�2.* !4�,345��(4)�6��785��9/01�.#'#.17



���������	
���������6��������%����:��1.���#$�i � `(n)�n��������� ��	
:(i) i = `(n).(ii) i� 1�!"
.(iii) i� 2; i� 1��� �ki�1 = i� 3.��2.��i < `(n)�n������� �� ��	
'��2 � ki; i� (`(n)� �(n)) � ji:�#$�n������-.�%���&!	
���[Thu99℄�'��.,()27 � n < 216�*+�.25 { 40 %�,-.��/2.�0�n � 218���1���23%���45��6.,�$�-.̀0����7�/0�2.18



����������� l0�����	�6��������%����:��3.1
�������������.0 � �(ai)� �(aji) � 1#$�+,,�� ��	
��'�&, �� ��	
i���1�aji < � � � < ai��.�������	��1�9��'6.��4.  �  !"#i�$�.,-.�ji + 1; : : : ; i	 !"
 !"#���.#$�+,,  �  !"#i�	ks < js (ji < s � r)���.��3, 4	,��1, 2�%���1
&�6'()	'*,+,�1
&� !"#�-6.�.�.6�.19



4.�������(4) 5 � �(n) � 8; `(n) = �(n) + 3����	
��2�0 < i � r'�0 � �(ai) � �(ai�1) � 1�9�,������ �1 !"#�	S(ai) := ℄ ft � i j �(at) = �(at�1)g = i� �(ai).�6i < `(n)�n���1
&�  �  !"#���.��2+,ji 2 fi� 2; i� 3g.Case ji = i� 3���(2)��.��3+,3 = S(a`(n)) � S(ai) � S(ai�3)+2�9�S(ai�3) 2 f0; 1g.��4+, !"#i� 2; i� 1�#$8�	�-:(I) i� 2; i� 1	  � ;(II) i� 2	  � , i� 1	 � � !"
;(III) i� 2	 � � !"
i� 1	  � ;(IV) i� 2; i� 1	 � � !"
.Case ji = i� 2���(3)��.��3�,�����2��+,S(ai�3) 2 f1; 2g.20



���	
��3.��(4)�6�(2)���  �  !"#���n�	
1
&	(I), (II), (III)�#$	!"�'6.��4.��(4)�6�(2)���  �  !"#i���n�	
1
&�(IV)�#$!"�2���.#��S(ai�3) = 1��,,�2�1̀(n)���n�̀Æ&����/�.�%�,+,��'�4+,��5.��(4)�6�(3)���  �  !"#i � 1; i���n�	
1
&�!"�2���.#��S(ai�2) = 2��,,�2�1̀(n)���n�̀Æ&����/�.*#$+,ji = i�3; S(ai�3) = 1�,�9�i�2; i�1� � � !"
�#$,��ji�1 = i� 3; ji = i� 2; ki 6= i� 3; S(ai�3) = 2�#$����,��4���(4)�6���1$27'�.21



5.���1
&���,��,��
,��, `�&, `Æ&��	.���̀(2n � 1) � n+ `(n)� 1�
6��̀(n) = `Æ(n)��	.���̀(n) = `Æ(n)�n � 218$��̀0&���+���,�
6��̀(n) = `Æ(n) = `0(n)���.�05 � �(n) � 8; `(n) = �(n)+3�#$,��̀(n) = `Æ(n)���,����̀(n) = `Æ(n) = `0(n)�785��.�����̀(n) = `Æ(n) = `0(n)���.�#��
�	��5�345�)��6���$�.��
����%�. 22


