
演習問題 No. 8 の解答

1 (1) 部分積分により，∫
xp−1 log x dx =

xp

p
log x−

∫
xp

p

1

x
dx =

xp

p
log x− xp

p2

(2) p > 0より， lim
x→+0

xp = 0であり，ロピタルの定理より， lim
x→+0

xp log x = 0が成り立つ．xp−1 log x

は x = 0で不連続であるから，広義積分の定義により∫ 1

0

xp−1 log x dx = lim
α→+0

∫ 1

α

xp−1 log x dx = lim
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]
= − 1
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2 (1) 原始関数は ∫
1

ex + e−x
dx =

∫
ex

e2x + 1
dx = tan−1 ex

であるから， ∫ ∞
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β→∞
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4
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(2) 原始関数は∫
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dx =

1

2
log(x2 − 2x+ 2)− 1

2
log(x2 + 2x+ 2) + tan−1(x− 1) + tan−1(x+ 1)

=
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2
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(
x2 − 2x+ 2
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)
+ tan−1(x− 1) + tan−1(x+ 1)

であるから，∫ ∞

0
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x4 + 4
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β→∞
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2
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(
x2 − 2x+ 2
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)
+ tan−1(x− 1) + tan−1(x+ 1)

]β
0

= lim
β→∞

1

2
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)
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β→∞
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β→∞
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=
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2
+
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2
= π

(3) 原始関数は∫
1√

(x− a)(b− x)
dx =

∫
1√(b− a

2

)2

−
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x− a+ b

2

)2
dx = sin−1

(2x− (a+ b)

b− a

)

であるから，∫ b

a

1√
(x− a)(b− x)

dx = lim
β→b−0

sin−1
(2β − (a+ b)
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)
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α→a+0
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)
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2
−
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)
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3 (1) 原始関数は∫
1

cos x
dx =

∫
cos x

1− sin2 x
=

1

2

∫ ( 1

1 + sinx
+

1

1− sinx

)
cos x dx

=
1

2
log
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∣∣∣∣ = log
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1

cos x

∣∣∣
であるから，∫ π/2

0

1
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β→π/2−0

∫ β

0

1
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[
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1
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∣∣∣]β
0
= ∞

となり発散する．

(2) 関数
1

x− 1
は x = 1で不連続であるから，∫ 3

0

1

x− 1
dx =

∫ 1

0

1

x− 1
dx+

∫ 3

1

1

x− 1
dx∫ 1

0

1

x− 1
dx = lim

β→1−0

∫ β

0

1

x− 1
dx = lim

β→1−0

[
log |x− 1|

]β
0
= −∞∫ 3

1

1

x− 1
dx = lim

α→1+0

∫ 3

α

1

x− 1
dx = lim

α→1+0

[
log |x− 1|

]3
α
= ∞

より発散する．

(3) x ≧ 1において，0 < e−x2 ≦ e−xであり，広義積分
∫ ∞

1

e−x dxは収束するから，
∫ ∞

1

e−x2

dx

も収束する．

(4) n = 1の場合は∫ ∞

1

1

x+ 1
dx = lim

β→∞

∫ β

1

1

x+ 1
dx = lim

β→∞

[
log |x+ 1|

]β
1
= ∞

より発散する．n ≧ 2の場合は，x ≧ 1において，0 <
1

xn + 1
≦ 1

x2 + 1
であり，広義積分∫ ∞

1

1

x2 + 1
dxは収束するから，

∫ ∞

1

1

xn + 1
dx も収束する．

(5) x ≧ 0において，

0 ≦ x2 tan−1 x

(x2 + 1)2
=

x2

x2 + 1
tan−1 x

1

x2 + 1
≦ π

2

1

x2 + 1

であり，広義積分
∫ ∞

0

1

x2 + 1
dxは収束するから，

∫ ∞

0

x2 tan−1 x

(x2 + 1)2
dxも収束する．



4 (1) 原始関数は ∫
log x dx = x log x−

∫
x
1

x
dx = x log x− x

であるから．∫ 1

0

log x dx = lim
α→+0

∫ 1

α

log x dx = lim
α→+0

[
x log x− x

]1
α
= lim

α→+0
(−α logα− 1 + α) = −1

(2) 部分積分により

In =

∫ 1

0

(log x)n dx = lim
α→+0

∫ 1

α

(log x)n dx

= lim
α→+0

{[
x(log x)n

]1
α
−

∫ 1

α

xn(log x)n−1 1

x
dx

}
= lim

α→+0

{
−α(logα)n − n

∫ 1

α

(log x)n−1 dx

}
= −n lim

α→+0

∫ 1

α

(log x)n−1 dx = −n

∫ 1

0

(log x)n−1 dx

= −nIn−1

(3) (2) より，

In = −nIn−1 = (−n)(−(n− 1))In−2 = · · · = (−1)n−1 n! I1 = (−1)n n!


