
リアルオプションと投資戦略
章末解答の略解

芝田隆志1

問題 1.1. オプション価値を C(t) = C(X(t), t)とする場合，伊藤の公式により，C(t)は確率微分
方程式

dC

C
=

Ct + Cxµx + 1
2Cxxσ2x2

C
+

Cxσx

C
dz (a1.1)

に従う．いま，原証券X(t)にw，デリバティブC(t)に 1−wの比率で投資するポートフォリオW (t)
を考える．このポートフォリオの変動は，

dW

W
= w

dX

X
+ (1 − w)

dC

C
(a1.2)

となる．このとき，比率 w = −C/(C − Cxx)とすれば，ポートフォリオのボラティリティはゼロと
なる (不確実性を除去する)．無裁定条件により，不確実性のない証券の収益率は安全資産の収益率 r

に等しくなければならないので，

rdt =
−Cxx

C − Cxx

dX

X
+

C

C − Cxx

dC

C
(a1.3)

となる．(a1.3)式に dX/X と dC/C を代入して整理すれば，ブラック・ショールズの偏微分方程式

(1.15)が得られる．

問題 1.2. Xt の解を代入して整理すれば，事業価値 V (x)は，

V (x) = Ex

[∫ ∞

0

e−(r+ λ2
2 )t−λztXtdt

]
= x

∫ ∞

0

e−(r+ λ2
2 −ν)tEx[e(σ−λ)zt ]dt (a1.4)

となる．ここで Ex[e(λ−σ)zt ] = e
1
2 (λ−σ)2t となることに注意すれば，(1.20)が導出される．

問題 1.3. 1) Xt は

Xt = xe
R t
0 (µu− 1

2 σ2
u)du+

R t
0 σ2

udzu (a1.5)

となる．それゆえ，V (x)は，

V (x) = Ex[x
∫ T

0

ate−rte
R t
0 (µu− 1

2 σ2
u)du+

R t
0 σudzudt] (a1.6)

= x

∫ T

0

ate−rte
R t
0 µududt (a1.7)

となる．

2)

dVt =
∂Vt

∂t
dt +

∂Vt

∂Xt
dXt (a1.8)

= −atXtdt + σtVtdzt (a1.9)
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問題 1.4. 1) 木島 (1994, p.168)にて，次の命題を確認せよ．
命題 (ドリフト付きブラウン運動の初到達時刻のラプラス変換): 確率過程 (Vt)が

dVt = ξdt + νdzt, ξ > 0, ν > 0 (a1.10)

に従い，Tz を z > 0への初到達時刻とする場合，このとき

E[e−rTz ] = e−
z

ν2 (
√

ξ2+2ν2r−ξ), r > 0 (a1.11)

が成立する (証明は木島 (1991)を参照されたい)．
いま，確率過程 (Xt)が臨界値 x∗ に到達するとき，すなわち，Xt = x∗ のとき，

(µ − 1
2
σ2)t + σzt = log(

x∗

x
) (a1.12)

となる．それゆえ，ドリフト (µ− 1
2σ2)で拡散係数 σとなる確率過程が，log(x∗/x)に到達すると考

えればよい．したがって，上記の命題に ξを µ − 1
2σ2，ν を σに置き換えれば，

E[e−rτ∗
] = e−

log(x∗/x)
σ2 (

√
(µ− 1

2 σ2)2+2rσ2)−(µ− 1
2 σ2) (a1.13)

となり，整理すれば，E[e−rτ∗
] = (x/x∗)β となる．

2) C(x)を xで微分し，かつ x = x∗ とすれば，

C ′(x∗) = βx∗−1(x∗ − I) = 1 (a1.14)

となる．整理すれば，x∗ = βI/(β − 1)を得る．

問題 1.5. まず，(1.34)を示す．特性方程式の正の根 βは，(1.32)式を満たす．いま，(1.32)式の左
辺に rβ を足して引くと，

(
1
2
σ2β + r)(β − 1) = β(r − µ) (a1.15)

となる．それゆえ，(1.34)が示される．
次に， r

µ > β > 1を示す．特性方程式を変形すれば，

r

µ
− β =

1
2

σ2β(β − 1)
µ

> 0 (a1.16)

となり， r
µ > β が得られる．また，(2.5)式より Q(1) = µ − r < 0なので β > 1となる．

問題 1.6. β を

β =

(
1
2σ2 − µ +

(
(µ − 1

2σ2)2 + 2rσ2
)1/2)

σ2
(a1.17)

と書き直す．このとき，ロピタールの公式を用いれば，

lim
σ→0

(
1
2σ2 − µ +

(
(µ − 1

2σ2)2 + 2rσ2
)1/2)′′

(σ2)′′
=

r

µ
(a1.18)

が得られる．
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問題 1.7. ここでは，∂β
∂σ < 0を示せば十分である．βは (1.32)式を満たす正の根なので，(1.32)式

を σで微分すれば，

∂Q

∂σ
+

∂Q

∂β

∂β

∂σ
= 0 (a1.19)

となる．ただし，

∂Q

∂σ
= σ(β − 1) > 0 (a1.20)

∂Q

∂β
= σ2(β − 1

2
) + µ > 0 (a1.21)

なので，(a1.19)-(a1.21)式より ∂β
∂σ < 0が成立しなければならない．

また，limσ↓0 C(x) ↓ CN (x)から C(x) > CN (x)を得る．

問題 1.8.

• I:

dC

dI
=

(
∂C

∂x∗
∂x∗

∂I
+

∂C

∂I

)
=

∂C

∂I
= −

( x

x∗

)β

< 0 (a1.22)

dx∗

dI
=

β

β − 1
> 0 (a1.23)

• µ:

dC

dµ
=

(
∂C

∂x∗
∂x∗

∂β
+

∂C

∂β

)
∂β

∂µ
=

∂C

∂β

∂β

∂µ
=

(
C log

x

x∗

)∂β

∂µ
> 0 (a1.24)

dx∗

dµ
=

−I

(β − 1)2
∂β

∂µ
> 0 (a1.25)

ただし ∂β
∂µ < 0を用いた．この証明は問 1.7と同様の手法を行えばよい．

• r:

dC

dr
=

(
∂C

∂x∗
∂x∗

∂β
+

∂C

∂β

)
∂β

∂r
=

∂C

∂β

∂β

∂r
=

(
C log

x

x∗

)∂β

∂r
> 0 (a1.26)

dx∗

dµ
=

−I

(β − 1)2
∂β

∂r
> 0 (a1.27)

ただし ∂β
∂r > 0を用いた．この証明は問 1.7と同様の手法を行えばよい．

問題 2.1. バリューマッチング条件 (ii)とスムースペイスティング条件 (iii)は，

A1x
∗β = x∗ − I, (a2.1)

βA1x
∗β−1 = 1, (a2.2)

となる．(a2.1)(a2.2)式を A1 と x∗ について解けば，(2.8)(2.9)式が得られる．
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問題 2.2. 常微分方程式 (2.11)の一般解は，C(x) = A1eα1x + A2eα2x (α1 > 0 > α2)である．初期
条件C(−∞) = 0なのでA2 = 0であり，A1をA，α1をαとすれば，(2.11)の一般解はC(x) = Aeαx

となる．バリューマッチング条件 (ii)とスムースペイスティング条件 (iii)は，

Aeαx∗
= x∗ − I, (a2.3)

αAeαx∗
= 1, (a2.4)

となる．(a2.3)(a2.4)式を Aと x∗ について解けば，(2.16)(2.17)式が得られる．

問題 2.3. 1) C(y) = Aeαy を (2.11)に代入すると，(1
2
σ2α2 + να − r

)
Aeαy∗

(a2.5)

となる．ν = µ − 1
2σ2 となり，(a2.5)は (2.5)と一致する．

2) バリューマッチング条件 (ii)とスムースペイスティング条件 (iii)は，

Aeαy∗
= ey∗

− I, (a2.6)

αAeαy∗
= ey∗

, (a2.7)

となる．(a2.6)(a2.7)式を Aと ey∗
について解けば，

A = e−αy∗
(eαy∗

− I), (a2.8)

ey∗
=

α

α − 1
I, (a2.9)

となる．

3) x∗ = ey∗
と変換すれば明らか．

問題 2.4. C(x) = xαf(y). y = 2mη
σ2x を微分すれば，

C ′(x) = xα(αx−1f − x−2f ′ 2mη

σ2
) (a2.10)

C ′′(x) = xα

(
α(α − 1)x−2f + (2 − 2α)x−3f ′ 2mη

σ2
+ x−4f ′′(

2mη

σ
)2

)
(a2.11)

となる．(a2.10)(a2.11)式を (2.25)式に代入すれば，

xαf

(
1
2
σ2α(α − 1) − αη − r

)
+ xα−1ηm

(
yf ′′ + (2 − 2α +

2η

σ2
− y)f ′ + αf

)
= 0 (a2.12)

となる．すなわち，題意が得られる．

問題 2.5. (2.38)式に C(x + dXt, i + dIt) = C(x, i) + dC(Xt, It)を代入すれば，

C(x, i) = (1 − rdt)Et[C(x, i) + dC(Xt, It)] (a2.13)

を得る．dC(Xt, It)を代入して整理すれば題意を得る．

4



問題 2.6. 伊藤の公式により，f は，

df(Pt) = f ′((µx − µi)Ptdt + σ̃Ptdz̃t

)
+

1
2
f ′′σ̃2P 2

t dt (a2.14)

に従う．変分不等式より，

f(p) =
(
1 − (r − µi)dt

)
Et[f(p) + df(Pt)] (a2.15)

となる．(a2.15)式に (a2.14)式を代入し整理すれば，偏微分方程式 (2.42)を得る．

問題 2.7. 問題 2.1と同様に，初期条件 C(0) = 0を考慮すれば，常微分方程式の一般解は C(x) =
A1x

β となる．それゆえ，バリューマッチング条件 (ii)とスムースペイスティング条件 (iii)は，

A1x
∗β =

x∗

r − µ
− I, (a2.16)

βA1x
∗β−1 =

1
r − µ

, (a2.17)

となる．(a2.16)(a2.18)式を A1 と x∗ について解けば，命題 2.4が得られる．

問題 2.8. 伊藤の公式を用いると，xk は，

Xk
t = xkek(µ− 1

2 σ2)t+kσzt (a2.18)

となる．マルコフ性を用いて，(a2.18)式を代入すれば，価値関数は，

sup
τ

Ex

[∫ ∞

τ

e−rtXk
t dt − e−rτI

]
= sup

τ
Ex

[
e−rτ

(
Xk

τ

r − µk − 1
2σ2k(k − 1)

− I

)]
(a2.19)

問題 2.1と同様に，初期条件 C(0) = 0を考慮すれば，常微分方程式の一般解は C(x) = A1x
β とな

る．それゆえ，バリューマッチング条件 (ii)とスムースペイスティング条件 (iii)は，

A1x
∗β =

x∗k

r − kµ − 1
2σ2k(k − 1)

− I, (a2.20)

βA1x
∗β−1 =

x∗k−1

r − kµ − 1
2σ2k(k − 1)

, (a2.21)

となる．(a2.20)(a2.21)式を A1 と x∗ について解けば，命題 2.5が得られる．
別証として，パラメータを (2.86)式のように置き換えれば，価値関数は，

C(x) =
(

x

x∗

)kβ̃(
(x∗)k

r − kµ − 1
2σ2k(k − 1)

− I

)
, x < x∗ (a2.22)

臨界値は，

x∗ =
[ β̃

β̃ − 1

(
r − kµ − 1

2
σ2k(k − 1)

)
I
] 1

k (a2.23)

ただし，β̃は特性方程式 (2.5)においてパラメータ変換 (2.86)を施した場合の正の根であり β̃ = β
k と

なる．それゆえ命題 2.5が得られる．
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問題 2.9. リッカチ型常微分方程式 (2.91)

dv(t)
dt

= −2av(t) − v2(t)
σ2

α

+ σ2
β ,

の解を求める．いま，関数 vtを vt := Qt
u′(t)
u(t) と設定する．このとき，v(t)を tに関して微分すれば，

v′(t) = Q(t)
[
u′′(t)
u(t)

− (u′(t))2

u2(t)

]
+ Q′(t)

u′(t)
u(t)

,

となるので，リッカチ型常微分方程式 (2.91)は，

Q
u′′(t)
u(t)

+ Q

[
1
σ2

α

Q − 1
]

(u′(t))2

(u(t))2
+ [Q′ + 2aQ]

u′(t)
u(t)

− σ2
β = 0, (a2.24)

と書き換えることができる．さらに，Qを Q = σ2
α と仮定するならば，(a2.24)式は，

σ2
αu′′(t) + 2aσ2

αu′(t) − σ2
βu(t) = 0, (a2.25)

と書き換えることができる．常微分方程式 (a2.25)の一般解は，

u = A1eβ1t + A2eβ2t,

となり，関数 v(t)は vt = σ2
α

u′(t)
u(t) と定義している点に注意すると，常微分方程式の解 vt は，

vt = σ2
α

A1β1eβ1t + A2β2eβ2t

A1eβ1t + A2eβ2t
, (a2.26)

where β1,2 = σ−2
α

(
−aσ2

α ± σα

√
a2σ2

α + σ2
β

)
,

となる．さらに (a2.26)式は，

vt =
α1 + A2

A1
α2e

(α2−α1)t

σ2
α

1 + A2
A1

e
(α2−α1)t

σ2
α

,

where α1,2 =
(
−aσ2

α ± σα

√
a2σ2

α + σ2
β

)
,

となる．初期条件 t = 0を考慮すれば，
A2

A1
=

α1 − v0

v0 − α2
,

となるので，リッカチ型常微分方程式の解が得られる．

最後に，α1 > 0, α2 < 0から α1 −α2 > 0なので，t → ∞ならば，vt → α1となる．すなわち，時

間が十分に経過するならば，vt は正の定数，vt ≈ α1 となる．

問題 2.10 伊藤の公式より，

dC = Cµdµ + Cvdv +
1
2
Cµµ(dµ)2 (a2.27)

が得られる．変分不等式から

C = (1 − rdt)E[C + dC + dξ] (a2.28)

が得られ，整理すれば題意が得られる．
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問題 3.1. バリューマッチング条件とスムースペイスティング条件を A2および x∗について解けば

よい．

問題 3.2. まず，∂γ
∂σ > 0を示す．まず，γは (1.32)式を満たす負の根なので，(1.32)式を σで微分

すれば，

∂Q

∂σ
+

∂Q

∂γ

∂γ

∂σ
= 0 (a3.1)

となる．ただし，

∂Q

∂σ
= σγ(γ − 1) > 0 (a3.2)

∂Q

∂γ
= γσ2 + µ − 1

2
σ2 < 0 (a3.3)

となる．仮定 µ − 1
2σ < 0より，題意 ∂γ

∂σ > 0が得られる．
以下では，r > µ, w

r − E > 0を仮定する．このとき，臨界値に関しては，

dx∗

dσ
=

∂x∗

∂γ

∂γ

∂σ
=

−1
(1 − γ)2

(
w

r
− E)(r − µ)

∂γ

∂σ
< 0 (a3.4)

価値関数に関しては，

dC

dσ
=

∂C

∂γ

∂γ

∂σ
=

( x

x∗

)γ log
( x

x∗

) 1
1 − γ

(w

r
− E

)∂γ

∂σ
> 0 (a3.5)

となる．

問題 3.3. 内生変数 (xH , xL, A1, A2)より，

G(H) := G(xH , A1, A2), G(L) := G(xL, A1, A2)

と表記する．このとき，G(H) = I, G(L) = −E, Gx(H) = 0, Gx(L) = 0となる．ただし下添え字
は微分を表す．(3.10)を全微分して行列表記すれば，

0 0 G1(H) G1(H)
Gxx(H) 0 G1x(H) G2x(H)

0 0 G1(L) G2(L)
0 Gxx(L) G1x(L) G2x(L)




dxH

dxL

dA

dB

 =


dI

0
−dE

0


となる．ただし下添え字 1,2は A1, A2 の微分を表す．
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まず，dxH/dE については，

dxH =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 G1(H) G2(H)
0 0 G1x(H) G2x(H)

−dE 0 G1(L) G2(L)
0 Gxx(L) G1x(L) G2x(L)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 G1(H) G2(H)

Gxx(H) 0 G1x(H) G2x(H)
0 0 G1(L) G2(L)
0 Gxx(L) G1x(L) G2x(L)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
となり，行列式を計算すれば，dxH/dE > 0となる．この比較静学では，撤退費用の増大が参入臨界
値を増大させることを意味している点に注意されたい．

次に，dxL/dI については，

dxH =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 dI G1(H) G2(H)

Gxx(H) 0 G1x(H) G2x(H)
0 0 G1(L) G2(L)
0 0 G1x(L) G2x(L)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 G1(H) G2(H)

Gxx(H) 0 G1x(H) G2x(H)
0 0 G1(L) G2(L)
0 Gxx(L) G1x(L) G2x(L)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
となり，行列式を計算すれば dxL/dI < 0となる．この比較静学では，参入費用の増大が撤退臨界値
を増大させることを意味している点に注意されたい．

問題 3.4. バリューマッチング条件とスムースペイスティング条件を A1 と A2 について解けば，

(3.14)式が得られる．

問題 3.5. ここでは，C(s)(x)における項
∫

(x − w)e−αixdx (i ∈ {1, 2})を部分積分すれば十分であ
る．すなわち， ∫

(x − w)e−αixdx =
−1
αi

(x − w)e−αix +
∫

1
αi

e−αixdx

=
(w − x)

αi
e−αix − 1

α2
i

e−αix (a3.6)

となる．C(s)(x)に (a3.6)式を代入して整理すれば (3.20)式が得られる．

問題 3.6. C1(x)は，

Ex

[ ∫ ∞

0

e−rsXsds −
∫ T

0

e−rs(d1 − d2)ds −
∫ ∞

0

e−rsd2ds − e−rT I2

]
=

x

r − µ
− d1 − d2

r + λ
− d2

r
− λI2

r + λ
(a3.7)
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となる．ただし第 2項では，

(d1 − d2)Ex

[ ∫ T

0

e−rsds

]
= (d1 − d2)

∫ ∞

0

∫ T

0

e−rsλe−λudsdu (a3.8)

= (d1 − d2)
∫ ∞

0

e−(r+λ)sds (a3.9)

を用いた．

問題 3.7. 1) 変分不等式より，偏微分方程式は

1
2
σ2x2C ′′

0 (x) + µxC ′
0(x) − rC0(x) = 0 (a3.10)

となり，一般解は，

C0(x) = A1x
β + A2x

γ (a3.11)

ただし，β > 0かつ γ < 0である．
2) 境界条件は，

(i) C0(0) = 0 (初期条件)
(ii) C0(x∗) = C1(x∗) − I1 (バリューマッチング条件)
(iii) C ′(x∗) = C ′

1(x
∗) (スムースペイスティング条件)

(a3.12)

3) C0(0) = 0より A2 = 0でなければならない．バリューマッチング条件とスムースペイスティン
グ条件より，

A1x
∗β = C1(x∗) − I1 (a3.13)

βA1x
∗β−1 = C ′

1(x
∗) (a3.14)

を A1 と x∗ について解けばよい．

問題 4.1. CL
j (x)は，

CL
j (x) = max

τL
j

Ex

[ ∫ ∞

τL
j

e−rtπ10Xtdt +
∫ ∞

τF
i

e−rt(π11 − π10)Xtdt − e−rτL
j Ij

]
(a4.1)

と書き直すことができる．整理することによって (4.4)式が得られる．また，投資臨界値は，

xL
j = argmax

y

(x

y

)β( π10

r − µ
y − Ij

)
(a4.2)

であり，(a4.2)式を計算することによって (4.5)式が導出される．
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問題 4.2. 1) 価値関数はそれぞれ (4.2)と (4.4)で与えられる．すなわち，戦略的補完の場合でも，
価値関数は戦略的代替のそれらと同一となる．

2) (4.6)式の CL
j (x)が xに対して凸となる理由は，β > 1と π11 < π10 から明らかである．

3) 戦略的補完の場合でも，価値関数は戦略的代替のそれらと同一となる．
4) 下記のような図となる．
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5) 各企業は xF
i で投資を実行する．

問題 4.3. 明らかに，

x∗
i = argmax

xi

( x

xi

)β(xi − Ii), i ∈ {1, 2} (a4.3)

が成立する．(x∗
1, x

∗
2)を (4.10)に代入すれば，(4.12)が得られる．

問題 4.4. (4.17)式を x1 と x2 で微分すれば，x∗∗
1 と x∗∗

2 が得られる．

問題 4.5. C∗∗
o (x)を σで微分すれば，

dC∗∗
o

dσ
=

(
∂C∗∗

o

∂x∗
1

∂x∗
1

∂β
+

∂C∗∗
o

∂x∗∗
2

∂x∗∗
2

∂β
+

∂C∗∗
o

∂β

)
∂β

∂σ
=

∂C∗∗
o

∂β

∂β

∂σ
(a4.4)

となる．ここでは，包絡面定理 ∂C∗∗
o /∂x∗

1 = ∂C∗∗
o /∂x∗∗

2 = 0を用いた．それゆえ，x < x∗
1 および

∂β/∂σ < 0より，

dC∗∗
o

dσ
=

(
q(

x

x∗
1

)β I1

β − 1
log

( x

x∗
1

)
+ (1 − q)

( x

x∗∗
2

)β I2 + q
1−q ∆I

β − 1
log

( x

x∗∗
2

)) ∂β

∂σ
≥ 0 (a4.5)

となる．C∗∗
m (x)を σで微分すれば，

dC∗∗
m

dσ
=

(
∂C∗∗

m

∂x∗∗
2

∂x∗∗
2

∂β
+

∂C∗∗
m

∂β

)
∂β

∂σ
= q

( x

x∗∗
2

)β∆I

(
log

( x

x∗
2

)
+ (−β)x∗∗

2

∂x∗∗
2

∂β

)
(a4.6)

となる．また，∂x∗∗
2 /∂β = −x∗∗

2
β(β−1) より題意を得る．
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