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1. 序

C を代数曲線, P をその特異点とする.

O∧
C,P

∼= k[[x, y]]/(xn+1 − y2) (n ≥ 1)

を満たすとき, P は An 型の特異点という. 特に n = 1, 2, 3のとき, それぞれ node,
cusp, tacnodeという. 例えばデカルトの葉線, レムニスケートの原点は A1 型, カー
ジオイドの原点は A2 型の特異点である.
同様に O∧

C,P が k[[x, y]]を

xn−1 − xy2 (n ≥ 4), x4 − y3, x3y − y3, x5 − y3

でmoduloした環と同型になるとき, それぞれDn, E6, E7, E8型の特異点という. こ
れらを総称して単純特異点という.
平面曲線がこれらの特異点を持つときその埋め込まれた特異点解消を求める.
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2. 一点ブローイングアップ

k を体, X = k2 を k 上の二次元アフィン空間 (座標は x, y)とする. X の原点 P
におけるブローイングアップを次のように定義する.

Y1, Y2 を二次元アフィン空間, それぞれの座標を xと v, uと yとする. Y1 の開集
合から Y2 の開集合への写像 φを

φ : {(x, v) | v ̸= 0} → {(u, y) | u ̸= 0}, (x, v) 7→ (1/v, xv)

で定めると同型. Y1, Y2を φで張り合わせたものを Y とする. Y1, Y2 ⊂ Y とみなす.
また射 π1 : Y1 → X を (x, v) 7→ (x, xv), π2 : Y2 → X を (u, y) = (yu, y)で定義す

ると π1 = π2φ. よって π1, π2 の張り合わせ π : Y → X が得られる.
π, または Y をX の原点 P におけるブローイングアップという.
P を原点でない点とするとき, 原点を P にうつす平行移動と, 原点におけるブロー

イングアップの合成を P におけるブローイングアップという.
E = π−1({P})は Y1 内の直線 x = 0と Y2 内の直線 y = 0を (0, v) 7→ (1/v, 0)に

よって張り合わせたものだから射影直線と同型. これを例外曲線という.
曲線 C ⊂ X に対し

C̃ = π−1(C \ {P}) ⊂ Y

を C の strict transformという. f = 0を C の方程式とするとき

f(x, xv) = xnf1(x, v), (f1 は xで割り切れない)

と置けば, f1 = 0は C̃ ∩ Y1 の方程式. 同様に

f(yu, y) = ynf2(u, y), (f2 は yで割り切れない)

と置けば, f2 = 0は C̃ ∩ Y2 の方程式. ここで nは二つの式で一致する.
k = Rのとき Y を次のように考えることができる.

V1 = {(x, v) | |v| ≤ 1}, V2 = {(u, y) | |u| ≤ 1}

と置く. すると V1, V2を上端は同じ向き, 下端は逆向きに張り合わせたものが Y . つ
まり Y は幅が無限のメビウスの輪.
また Y2 \ Y1 = {(0, y) | y ∈ R}であるから平面 Y1を上下が有限の幅になるように

縮め, 上端と下端を逆向きに張り合わせたものともみなせる.

3. An 型特異点

f = xn+1 − y2, C: f = 0と置く. fx = (n+ 1)xn, fy = −2yだから n ≥ 1のとき
C は (0, 0)にただ一つ特異点を持つ.

3.1. n = 1のとき. C: f = 0は原点で交わる二直線. これを原点で一点ブローイン
グアップする.

y = xvとおくと

0 = x2 − y2 = x2 − (xv)2 = x2(1− v2)

だから C̃ ∩ Y1 は v = ±1. E ∩ Y1 は x = 0.
x = yuとおくと

0 = x2 − y2 = (yu)2 − y2 = y2(u2 − 1)

u2 − 1 = 0と y軸の逆像 u = 0は交わらない. つまり strict transform C̃ は Y1 に含
まれている.
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よって一回ブローイングアップしただけで埋め込まれた特異点解消が得られる.

→

ここで C, C̃ は青線, 例外曲線は赤線. 以下同様.

3.2. n = 2のとき. y = xvとおくと

0 = x3 − (xv)2 = x2(x− v2).

よって C̃ ∩ Y1 は放物線 x = v2. E ∩ Y1 は x = 0.
x = yuとおくと

0 = (yu)3 − y2 = y2(yu3 − 1).

よって strict transform C̃ は Y1 に含まれている.

→

C̃ を xy平面の放物線 x = y2 とみなすと, 例外曲線は y = 0. C̃ は非特異だが, ま
だ埋め込まれた特異点解消ではない. これを原点で一点ブローイングアップすると
strict transformは Y2 に含まれており, その方程式は u = y. 例外因子は u = 0と
y = 0.
もう一回, 一点ブローイングアップすると埋め込まれた特異点解消が得られる.

→ →

3.3. n = 3のとき. y = xvとおくと

0 = x4 − (xv)2 = x2(x2 − v2).

よって C̃ ∩ Y1 は A1 特異点を一つ持つ. また x = yuとおくと

0 = (yu)4 − y2 = y2(y2u4 − 1).
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よって C̃ は Y1 に含まれている. Y1 の原点で一点ブローイングアップすれば埋め込
まれた特異点解消が得られる.

→ →

3.4. n = 4のとき. y = xvとおくと

0 = x5 − (xv)2 = x2(x3 − v2).

よって C̃ ∩ Y1 は A2 特異点を一つ持つ. また x = yuとおくと

0 = (yu)5 − y2 = y2(y3u5 − 1).

よって C̃ は Y1 に含まれている.

→

A2特異点と同様にあと 3回一点ブローイングアップすれば埋め込まれた特異点解消
ができる.

→ → →

3.5. n ≥ 3のとき. 一般に n ≥ 3とすると y = xvと置いて

0 = xn − y2 = xn − (xv)2 = x2(xn−2 − v2).

よって C̃ ∩ Y1 は An−2 特異点を一つ持つ. また x = yuとおくと

0 = (yu)n − y2 = y2(yn−2un − 1).

よって C̃ は Y1 に含まれている.
よって n = 2m− 1 (mは整数)のときm回の一点ブローイングアップで埋め込ま

れた特異点解消が得られる.
また n = 2m (mは整数)のときm+ 2回の一点ブローイングアップで埋め込まれ

た特異点解消が得られる.
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4. Dn 型特異点

f = xn−1 − xy2 (n ≥ 4), C: f = 0とおく. fx = (n − 1)xn−2 − y2, fy = 2xyだ
から C は原点にただ一つ特異点を持つ.
また C は x = 0と An−3: x

n−2 − y2 = 0の和.

4.1. n = 4のとき. これは原点で交わる三直線. これを原点で一点ブローイングアッ
プする. y = xvとおくと

0 = x3 − xy2 = x3 − x(xv)2 = x3(1− v2).

よって C̃ ∩ Y1 は二直線 v = ±1. C̃ と x軸は交わらないから, C̃ ⊂ Y2 である.
x = yuとおくと

0 = (yu)3 − (yu)y2 = y3(u3 − u).

よって C̃ ∩ Y2 は三直線 u = 0と u = ±1. ここで直線 u = ±1と v = ±1は同じ直線
である.

→
つまり C̃ は交わらない三直線からなり, これが埋め込まれた特異点解消.

4.2. n = 5のとき. これは x = 0と A2: x
3 − y2 = 0の和. y = xvとおくと

0 = x5 − x(xv)2 = x3(x3 − v2).

x = yuとおくと
0 = (yu)5 − (yu)y2 = y3u(yu3 − 1).

よって C̃ は放物線 x = v2 と直線 u = 0の交わらない和.

→

A2 と同様にして埋め込まれた特異点解消が得られる.

→ →
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4.3. n ≥ 6のとき. これは x = 0と An−3: x
n−2 − y2 = 0の和. y = xvとおくと

0 = xn−1 − xy2 = xn−1 − x(xv)2 = x3(xn−4 − v2).

x = yuとおくと

0 = (yu)n−1 − (yu)y2 = y3u(yn−4un−2 − 1).

よって C̃ は An−5: xn−4 − v2 = 0と直線 u = 0の交わらない和. 残りは An−5 と同
様にして埋め込まれた特異点解消が得られる.

5. E6 型特異点

f = x4 − y3, C: f = 0と置く. fx = 4x3, fy = 3y2 だから原点がただ一つの特
異点.
これを原点で一点ブローイングアップする. y = xvとおくと

0 = x4 − y3 = x4 − (xv)3 = x3(x− v3).

x = yuとおくと
0 = (yu)4 − y3 = y3(yu4 − 1).

よって C̃ ⊂ Y1 は非特異.

→
変数を置き換え C̃: x− y3 = 0とし, 原点で一点ブローイングアップする. y = xv

と置いて
0 = x3 − y = x3 − xv = x(x2 − v).

x = yuと置いて
0 = (yu)3 − y = y(y2u3 − 1).

よって total transformは

→
もう一回, 一点ブローイングアップ.

→
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最後

→

6. E7 型特異点

f = x3y−y3 = y(x3−y2), C: f = 0とする. これは y = 0とA2の和. fx = 3x2y,
fy = x3 − 3y2 故原点がただ一つの特異点.
原点で一点ブローイングアップする.

→
もう一回, 一点ブローイングアップ.

→ →
最後

→ →

7. E8 型特異点

f = x5 − y3, C: f = 0とする. fx = 5x4, fy = 3y2 だから原点がただ一つの特
異点.
原点で一点ブローイングアップする. y = xvとおいて

0 = x5 − y3 = x5 − (xv)3 = x3(x2 − v3).

x = yuと置いて
0 = (yu)5 − y3 = y3(y2u5 − 1).
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よって C̃ ⊂ Y1 で, C̃ は A2 に等しい.

→
もう一回, 一点ブローイングアップすれば E6 特異点の途中と一致する.

→
あとは E6 特異点と同じ.


