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ある三角微分の核の生成系の計算

k を体，k[x] := k[x1, . . . , xn] を k 上の n 変数多項式環，k(x) を k[x] の商体とする．

ヒルベルトの第 14問題とは，中間体 k ⊂ L ⊂ k(x)に対して，k[x]の k部分代数 L∩k[x]

が常に有限生成であるかを問う問題である．1958年に永田 [4]は n = 32の場合の反例を

挙げ，ヒルベルトの第 14問題は否定的に解決された．現在は，有限生成になる場合，も

しくはならない場合を特定する問題として研究されている．

以下，k の標数は 0であるとする．k 線形写像 D : k[x] → k[x]は，任意の f, g ∈ k[x]

に対して D(fg) = D(f)g + fD(g)を満たすとき，k[x]の k 上の微分と呼ばれる．微分

D の核
k[x]D := {f ∈ k[x] | D(f) = 0}

は k[x] の k 部分代数である．k[x]D の有限生成性の問題は，ヒルベルトの第 14 問題

の特別な場合である．D が三角であるとは，任意の i ∈ {1, . . . , n} に対して D(xi) ∈
k[x1, . . . , xi−1]を満たすときにいう．ヒルベルトの第 14問題に対するいくつかの反例が，

三角微分の核として与えられた．

非負整数 t1, t2, t3, t4 に対し，k上の 5変数多項式環 k[x,y] := k[x, y1, . . . , y4] の k上

の微分 ∆を
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で定義する．この微分は，x = x1, yi = xi+1 (i = 1, . . . , 4) とすれば三角である．デイ

グル・フロイデンバーグ [1] は，t ≥ 2 のとき，(t1, t2, t3, t4) = (t + 1, 0, 0, t) に対し，

k[x,y]∆ が k 上有限生成でないことを示した．より一般に，黒田 [3, Theorem 4.11]は

t4＜ t1, 4t1 + t2 + max{t2, t3} ≤ 6t4

ならば，k[x,y]∆は k上有限生成でないことを示した．一方，黒田 [3, Conjecture 4.12]は

t4＜ t1, 4t1 + t2 + max{t2, t3}＞ 6t4

ならば，k[x,y]∆ は有限生成であると予想した．

(t1, t2, t3, t4) = (2, 0, 0, 1)，(3, 0, 0, 1)

のとき，この不等式が成り立つ．本論文の目的は，これらの場合に，k[x,y]∆ が k 上有限

生成であることを示すことである．次が本論文の主結果である．

1



定理 (1) (t1, t2, t3, t4) = (2, 0, 0, 1) のとき k[x,y]∆ は 6 個の多項式で k[x] 上生成さ

れる．

(2) (t1, t2, t3, t4) = (3, 0, 0, 1)のとき k[x,y]∆ は 4個の多項式で k[x]上生成される．

さらに，(1)の場合の 6個の多項式，(2)の場合の 4個の多項式をそれぞれ具体的に求

めた．

定理の証明に，微分の核の生成系を計算するためのファンデンエッセン [2, Section 1.4]

の理論を用いた．
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