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本文

k を体，k[x] = k[x1, . . . , xn]を k 上の n変数多項式環，k(x) = k(x1, . . . , xn)を k 上

の n変数有理関数体とする．Lを k(x)の部分体で，k を含むものとする．次の問題はヒ

ルベルトの第 14問題と呼ばれている．

問題 1 k 代数 L ∩ k[x]は有限生成か？

Lの k上の超越次数が 2以下のとき，L∩k[x]は有限生成であることをザリスキ [5]は示

した．一方，問題 1の反例は永田 [3]が 1958年に初めて与えた．ロバーツ [4]は問題 1の

新しい反例を与えた．これらの反例 Lに対し，k(x)/Lは超越拡大である．k(x)/Lが代数

拡大の場合については，ロバーツの理論を一般化し，全ての r ≥ 3に対し，[k(x) : L] = r

を満たす反例 Lが構成された [2]．

最近，次の結果によって，[k(x) : L] = 2を満たす反例も与えられた [1]．以下，k の標

数は 0とする．z を変数とし，

k[x, z] = k[x1, . . . , xn, z], k(x, z) = k(x1, . . . , xn, z)

をそれぞれ n+ 1変数の多項式環，有理関数体とする．

ϵ : k[x] ∋ p(x1, . . . , xn) 7→ p(x1, 0, . . . , 0) ∈ k[x1]

と定義する．Autk k(x, z)を体 k(x, z)の k 上の自己同型群とする．

M を k(x)の部分体で，k を含むものとし，以下の条件 (A)と (B)を考える．

(A) M ∩ k[x] = M ∩ k[x][x−1
1 ]である．

(B) ϵ(M ∩ k[x]) = k[p]を満たす p ∈ k[x1]は存在しない．

このとき，次の定理が成り立つ．

定理 2（[1, §2.2.1]） M が (A)と (B)を満たすとき，k代数 θ(M(z)) ∩ k[x, z]が有限生

成でないような θ ∈ Autk k(x, z)が存在する．

なお，[1, §2.2.1]では定理 2の θの構成の手順も与えられている．

本修士論文では，有限行列群の不変体として (A), (B)を満たすM を作ることを試み，
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以下の結果を得た．n = 2とし，x := x1, y := x2 とおく．位数 3の行列

A =

(
0 −1
1 −1

)
∈ GL(2, k)

に対し，k[x, y]の自己同型

ϕ : k[x, y] ∋ p(x, y) 7→ p(A

(
x
y

)
) = p(−y, x− y) ∈ k[x, y]

の k(x, y)への拡張を ϕ̃とおく．このとき，G̃ := ⟨ϕ̃⟩は Autk k(x, y)の位数 3の部分群

である．G̃の不変体 k(x, y)G̃ を考える．

次が本修士論文の主結果である．

定理 3 M = k(x, y)G̃ は条件 (A)と (B)を満たす．

本修士論文では，k 代数 θ(k(x, y)G̃(z)) ∩ k[x, y, z] が有限生成でないような θ ∈
Autk k(x, y, z)も構成した．
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Hilbert, Bull. Sci. Math. (2) 78 (1954), 155–168.

2


