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論文題名：A3不変多項式のなす部分空間の
イニシャルベクトル空間の個数とオイラー関数

kを任意標数の体，k[x] := k[x1, . . . , xn]を k上の n変数多項式環とする．Zn上の全順
序⪯が任意の a,b, c ∈ Znに対して

a ⪯ b ⇒ a+ c ⪯ b+ c

を満たすとき⪯は加法的全順序であるという．非負整数全体の集合をZ≥0で表す．(Z≥0)
n

の最小元が 0であるような加法的全順序を単項式順序という．

Zn上の加法的全順序全体の集合をΩで表す．Zn上の単項式順序全体の集合をΩ0で表す．

以下，⪯を加法的全順序とする．(a1, . . . , an) ∈ (Z≥0)
nと単項式 xa1

1 · · ·xan
n を同一視する．

0でない f ∈ k[x]に対して，f に現れる単項式で⪯に関して最大のものを f のイニシャ
ル単項式といい，in⪯(f)で表す．また，k[x]の k部分ベクトル空間 V に対して，単項式
の集合 {in⪯(f) | 0 ̸= f ∈ V }によって生成される kベクトル空間を V のイニシャルベク
トル空間といい，in⪯(V )で表す．特に V = Iが k[x]のイデアルの場合，in⪯(I)は k[x]の
イデアルとなり Iのイニシャルイデアルと呼ばれる．イニシャルイデアルはグレブナ基底
の理論に用いられ，よく研究されている．任意のイデアル Iに対して，{in⪯(I) | ⪯ ∈ Ω0}
は有限集合であることが知られている (cf. [3])．
k[x] =

⊕
l≥0k[x]l を k[x] の標準的次数付けとする．ただし，各 l ∈ Z≥0 に対して，

k[x]l は l 次斉次多項式により生成される k ベクトル空間とする．k[x]のイデアル I が
I =

⊕
l≥0(k[x]l ∩ I)を満たすとき，Iは斉次イデアルであるという．Iが斉次イデアルな

らば，{in⪯(I) | ⪯ ∈ Ω}は有限集合である (cf. [3])．
Aを k[x]の k部分代数とする．Aは k[x]の k部分ベクトル空間であるから，in⪯(A)が

定義される．この場合は in⪯(A)は k[x]の k部分代数となる．イニシャルイデアルの類似
として，in⪯(A)はAのイニシャル代数と呼ばれる．
ヒルベルトの基底定理により任意のイデアル I に対して，イデアル in⪯(I)は有限生成
である．しかし，k[x]の k部分代数Aに対して，k代数 in⪯(A)が有限生成であるとは限
らない．

Gを n次対称群 Snの部分群とする．Gの k[x]への作用を

σ · f := f(xσ(1), . . . , xσ(n)) (∀σ ∈ G,∀f ∈ k[x])

により定義したとき，Gに関する k[x]の不変式環

k[x]G := {f ∈ k[x] | σ · f = f (∀σ ∈ G)}

はk[x]の次数付きk部分代数である．すなわち，各 l ∈ Z≥0に対して，k[x]Gl := k[x]G∩k[x]l
とおくとき，k[x]G =

⊕
l≥0 k[x]

G
l が成り立つ．例えば k[x]Snは k上の x1, . . . , xnの対称式

全体の集合である．黒田により次が示された．
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定理 1 ([2], Proposition 3.3.) Gが互換だけで生成される場合，任意の ⪯∈ Ωに対し
て，⪯に関する k[x]Gのイニシャル代数は有限生成である．また，{in⪯(k[x]

G) | ⪯ ∈ Ω}
の元の個数はGの位数に等しい．

例えば，⪯が辞書式順序の場合は in⪯(k[x]
Sn) = k[x1, x1x2, . . . , x1x2 . . . xn]が成り立つ．

定理 2 ([2], Theorem 2.2.) Gが互換だけで生成されない場合，任意の⪯∈ Ωに対して，
⪯に関する k[x]Gのイニシャル代数は有限生成でない．また，{in⪯(k[x]

G) | ⪯ ∈ Ω}は非
可算集合である．

ただし，⪯が辞書式順序の場合の in⪯(k[x]
G)の有限生成性に関する主張はGöbel[1]による．

任意のN ≥ 0に対して，kベクトル空間 k[x]G≤N :=
⊕N

l=0 k[x]
G
l は有限次元であり，∪

N≥0

k[x]G≤N = k[x]G

が成り立つ．一般に k[x]の k部分ベクトル空間 V の次元が有限ならば {in⪯(V ) | ⪯ ∈ Ω}
は有限集合である．よって {in⪯(k[x]

G
≤N) | ⪯ ∈ Ω}は有限集合である．そこで，Gが互換

だけで生成されない場合，{in⪯(k[x]
G
≤N) | ⪯ ∈ Ω}の元の個数がN を用いてどのように記

述できるか考えた．特別な場合として n = 3，G = A3が 3次交代群の場合に以下の結果
を得た．

主結果 任意のN ∈ Z≥0に対して，

#{in⪯(k[x]
A3
≤N) | ⪯ ∈ Ω} =

{
1 (N = 0)

3
∑N

l=1 φ(l) (N ≥ 1)

が成り立つ．ただし，φはオイラー関数とする．
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