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k を標数 2の体, k[x, y, z]を k 上の 3変数多項式環とする. f = xz + y2, g = zf2 + x3

とおき, 環の k 準同型 θ : k[x, y, z] −→ k[x, y, z]を

θ(x) = x+ f2g, θ(y) = y + g + f3g2, θ(z) = z + xθ(x)g + f4g3

で定義する. このとき, θ(f) = f , θ(g) = gが成り立つため, θ2(x) = x, θ2(y) = yとなる.

従って, θ2(z) = z であり, θ2 = idが成り立つことが分かる. この θ は, 標数 0の体上の

多項式環の自己同型 (cf. [2])から, 2を法とする簡約により得られたものである.

一般に, kが正標数の体のとき, k[x, y, z]の k自己同型群 Autk k[x, y, z] が ‘基本自己同

型’たちで生成されるかという未解決問題がある. 上の θ は ‘基本自己同型’を合成して構

成できないと予想されている自己同型の一つである. 従って, θ の様々な性質を調べるこ

とは意味深い問題であると言える. そこで, 本修士論文では θ に関する情報を得るため,

以下の谷本 [1]の理論を用いて不変式環

k[x, y, z]θ := {h ∈ k[x, y, z] | θ(h) = h}

の生成系を調べた.

k を標数 p > 0 の体, A を有限生成 k 整域とし, ψ ∈ Autk A は ψp = id かつ ψ ̸= id

を満たすと仮定する. このとき, Aψ := {h ∈ A | ψ(h) = h}について考える. k 線形写像

Dψ : A −→ Aを

Dψ(h) := ψ(h)− h (∀h ∈ A)

で定義する. α ∈ Aが Dψ の局所スライスであるとは, Dψ(α) ∈ Aψ かつ Dψ(α) ̸= 0 が

成り立つときにいう. αを Dψ の局所スライスとし, β := Dψ(α), s := α/β とおく. する

と, Aψ 線形写像 πα : A −→ Aψ[1/β]が

πα(h) :=
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で定義される (cf. [1, 定理 1.3]). ここで,

(
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)
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i!
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とする. 今, Aψ の有限生成 k 部分代数 C と g1, . . . , gr ∈ A は, A = Cg1 + · · · + Cgr

を満たすと仮定する. このとき, 0 ̸= b ∈ Aψ をうまく選ぶと, i = 1, . . . , r に対し

πα(gi) = ai/b (ai ∈ Aψ)と表せる. h1, . . . , hs をネーター環 B := C[a1, . . . , ar]のイデ

アル B ∩ bAの生成系とする. 次の定理は谷本 [1, 定理 2.1]の一般化である.

定理 1 Aψ = B
h1
b

+ · · ·+B
hs
b
.

なお, [1, 定理 2.1]では bを βd(d ≥ 0)の形の元としている. [1]ではグレブナ基底の理

論を用いて h1, . . . , hs を計算する方法も述べられている.

本修士論文では, 定理 1 を A = k[x, y, z], ψ = θ の場合を用い, 不変式環 k[x, y, z]θ

の生成系を求めた. θ2 = id なので, xθ(x), yθ(y), zθ(z) は θ 不変である. C :=

k[xθ(x), yθ(y), zθ(z), f, g]とおくとき, 次の補題が成り立つ.

補題 2 k[x, y, z] = C + Cx+ Cy + Cz + Cxy + Cyz + Czx+ Cxyz.

Dθ(x) = f2g ∈ k[x, y, z]θ より, xは Dθ の局所スライスである. 実際に計算すると,

S := {f2πx(x), f2πx(y), f2πx(z), f2πx(xy), f2πx(xz), f2πx(yz), f2πx(xyz)}

が k[x, y, z]θ に含まれることが分かる. そこで, B := C[S] とおき, B のイデアル B ∩
f2k[x, y, z] の生成系を求めた. すると, 25 個の生成元が得られた. さらに整理すること

で, 次の結果を得た.

定理 3 k 代数 k[x, y, z]θ は高々 30個の元で生成される.
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