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k を標数 0 の体，k[x] := k[x1, . . . , xn] を k 上の n 変数多項式環とし，Autk k[x] を

k 代数 k[x]の自己同型群とする．(ai,j) ∈ GL(n, k)と b1, . . . , bn ∈ k に対して

xl 7→
n∑

m=1

am,lxm + bl (l = 1, . . . , n)

で定義される Autk k[x]の元を，アフィン自己同型写像と呼ぶ．また，i ∈ {1, . . . , n}と
p ∈ k[x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn]に対して

xj 7→ xj (j ̸= i), xi 7→ xi + p

で定義される Autk k[x]の元を，基本自己同型写像と呼ぶ．アフィン自己同型写像全体の

集合と基本自己同型写像全体の集合で生成される Autk k[x]の部分群 T(n, k)を順部分群

と呼び，順部分群の元を順自己同型写像と呼ぶ．

一般に，与えられた Autk k[x] の元が順であるか否かを判定することは難しい問題で

ある．n = 1の場合に Autk k[x]の任意の元が順であることは，簡単な考察から分かる．

n = 2 の場合に Autk k[x] の任意の元が順であることは，Jung の定理として知られて

いる．n = 3 の場合に，順でない Autk k[x] の元が存在するか否かは長い間未解決で

あったが，2004年に存在することが Shestakov-Umirbaev [3]によって示された．

本論文では，Autk k[x]の元が順であるための，重み付き多重次数に関する条件について

考察する．そこで，w = (w1, . . . , wn) ∈ Nn を任意に１つ取る．k[x]の 0でない元

f =
∑

i1,...,in≥0

λi1,...,inx
i1
1 . . . xin

n (λi1,...,in ∈ k)

に対して，wを重みとする f の次数 degw f を

degw f := max{w1i1 + · · · + wnin | λi1,...,in ̸= 0}

で定義する．また，wを重みとする F ∈ Autk k[x]の多重次数mdegw F を

mdegw F := (degw F (x1), . . . ,degw F (xn))

で定義する．なお，w = (1, . . . , 1)のときには mdegw F をmdegF と表す．

以下では，n = 3とする．Karaś-Zygad lo [1, Theorem 2.1]は，Shestakov-Umirbaev

[3]の順性判定法を用いて次の定理を示した．



定理 1（Karaś-Zygad lo） 奇数 d1, d2 と自然数 d3 は 3 ≤ d1 < d2 ≤ d3, gcd(d1, d2) = 1

を満たすとする．このとき，mdegF = (d1, d2, d3)を満たす F ∈ T(3, k)が存在するため

の必要十分条件は，d3 が d1Z≥0 + d2Z≥0 に属することである．

本論文では，定理 1 の必要性の部分の類似の結果を，w が一般の場合に与えた．一般

に，任意の F ∈ Autk k[x]に対して

degw F := degw F (x1) + degw F (x2) + degw F (x3) ≥ w1 + w2 + w3

となることが知られている．さらに，等号が成り立つとき，F は T(3, k)に属し，{1, 2, 3}
のある置換 σ に対して mdegw F = (wσ(1), wσ(2), wσ(3)) が成り立つことも知られて

いる．よって，degF > w1 + w2 + w3 の場合を考えればよい．

また，任意の l ∈ N, f ∈ k[x]に対して，lwを重みとする f の次数と l degw f は等しい

から，gcd(w1, w2, w3) = 1と仮定する．

次の定理が，本論文の主結果である．これは，黒田 [2]の順性判定法を用いて示される．

定理 2 奇数 d1, d2 と自然数 d3 が 3 ≤ d1 < d2 ≤ d3, gcd(d1, d2) = 1を満たすとする．

このとき，mdegwF = (d1, d2, d3), degw F > w1 +w2 +w3を満たす F ∈ T(3, k)が存在

するならば，d3 は d1Z≥0 + d2Z≥0 に属する．

なお，i = 1, 2, 3に対して，degw F (xi)は常に Sw :=
∪

1≤i<j≤3(wiZ≥0 + wjZ≥0)に

属することが知られている．定理 2 の主張の逆は，d1, d2, d3 が全て Sw に属する場合

でも一般に成立しない．実際，次の命題が成り立つ．

命題 3 w = (5, 6, 7)に対して，mdegwF = (11, 13, d)を満たす F ∈ Autk k[x], d ≥ 13

は存在しない．
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