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k を標数 0の体，k[x1, . . . , xn], k[y1, . . . , ym] (n < m)を多項式環とする．k 代数の準

同型 F : k[y1, . . . , ym] → k[x1, . . . , xn]が rectifiableであるとは，

(F ◦G)(yi) = xi (i = 1, . . . , n), (F ◦G)(yi) = 0 (i = n+ 1, . . . ,m)

を満たす G ∈ Autk k[y1, . . . , ym]が存在するときにいう．このとき，F は全射である．

本修士論文では次の問題を研究する．

問題 1 F は全射ならば，常に rectifiableか？

(m,n) = (2, 1)のときは YESである (Abhyankar-Moh,鈴木)．m ≥ 2n+ 2の場合も

YESである (Srinivas)．(m,n) = (3, 1)のとき，全射であるような F を空間直線と呼び，

(f(y1), f(y2), f(y3))と同一視する．Shastriは問題 1の最初の反例となる non-rectifiable

な空間直線を，k = Rの場合に構成した．k = Cの場合の反例は見つかっていない．

1次の項を持つ多項式 p ∈ k[x]と，互いに素な a, b ∈ Nに対し，F = (p, xa, xb)は空

間直線になる．こうした簡単な形の空間直線でさえ，いつ rectifiableかよく分かっていな

い．Abhyankarは non-rectifiableな空間直線の候補として，

Fl = (x+ xl, xl−1, xl−2) (l ≥ 5)

を挙げた．しかし，Craighero [1]は l = 5, 6の場合に Fl が rectifiableであることを証明

した．l ≥ 7の場合は未解決である．

この修士論文では，rectifiableな空間直線を具体的に構成するという方法で，問題 1の

研究を行う．G ∈ Autk k[y1, . . . , ym] が基本自己同型であるとは，ある 1 ≤ l ≤ n, c ∈
k×, p ∈ k[y1, . . . , yl−1, yl+1, . . . , ym]が存在し，G(yl) = cyl + p,G(yi) = yi (i ̸= l)を満

たすときにいう．空間直線 F の次数を

degF = degF (y1) + degF (y2) + degF (y3) (deg 0 := 0とする)

で定義する．F が基本簡約を許容するとは，ある基本自己同型 G ∈ Autk k[y1, y2, y3]に

対し degF ◦G < degF となるときにいう．空間直線が野生であるとは，2次以上で，基

本簡約を許容しないときにいう．G ∈ Autk k[y1, . . . , ym]が野生であるとは，Gが基本自

己同型の合成写像でないときにいう．永田は野生自己同型の存在を予想し，n = 3の場合
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に候補を挙げた．2004年に Shestakov-Umirbaevは永田の自己同型が野生であることを

示した．N が永田の自己同型のとき，a, b, c ∈ Z≥0(少なくとも一つは 1)に対し，

Fa,b,c : = (xa, xb, xc) ◦N
= (xa − 2xa+b+c − 2x3b − x2a+3c − 2xa+2b+2c − x4b+c, xb + xa+2c + x2b+c, xc)

となる．Fa,b,c は rectifiableな空間直線である．以下が主結果である．

定理 2 c ≥ 3とする．

(1) 以下の場合，Fa,b,c は野生である．

• a = 1, 2b ≤ c+ 1, cが奇数．

• a = 1, 2b > c+ 1, c ∤ 4b, gcd(2b, c) = 1．

• b = 1, c ∤ 2a, gcd(2a, c) = 1．

(2) 以下の場合，基本簡約を繰り返すことで Fa,b,c を野生な空間直線 F ′
a,b,c に変形で

きる．

• a = 1, 2b > c+ 1, c | b, cが奇数．
F ′
a,b,c = (x− x3c+2, x2c+1, xc)

• b = 1, c | a, c ̸= 4, cが奇数．

F ′
a,b,c = (2x3 + xc+4, x+ xc+2, xc)

• b = 1, c | 2a, c ∤ a, aが奇数であるか c ̸= 4, gcd(a, c) = 1, gcd(a+ 2, c) = 1．

F ′
a,b,c = (xa − 2xa+c+1 − 2x3 − 2xa+2c+2 − xc+4, x+ xa+2c + xc+2, xc)

空間直線 (−x, xl, xl) ◦N (l ∈ N)についての考察により，次の定理を得た．

定理 3 各 l ∈ Nに対し，空間直線 (x+ x3l+2, x2l+1, xl)は rectifiableである．

定理 2の空間直線は Abhyankarの例とは異なるが，似たような空間直線が rectifiableで

あることが分かったのは興味深い．
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