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ある指数写像の不変式環について

A[T ]を可換環 A上の 1変数多項式環とする．環の準同型 σ : A → A[T ]が指数写像で

あるとは，任意の a ∈ Aに対し，次の条件 (E1)，(E2)を満たすときにいう (cf. [2])．但

し，σ(a) = a0 + a1T + · · ·+ amTm (ai ∈ A)と書く．

(E1) a0 = a.

(E2) 2変数多項式環 A[T,U ]において，次の等式が成り立つ：

σ(a0) + σ(a1)U + · · ·+ σ(am)Um = a0 + a1(T + U) + · · ·+ am(T + U)m.

上の条件は，σ : A → A[T ]が加法群スキーム Ga = Spec(Z[T ])の Spec(A)への作用

を定めるための条件と同値である (cf. [4, §3.4, 定義 3.47])．

σ が Aにおける指数写像のとき，σ の不変式環

Aσ := {a ∈ A | σ(a) = a}

は Aの部分環である．Aの部分環 R が R ⊂ Aσ を満たすとき，σ を R 上の指数写像と

いう．このとき，Aσ は Aの R部分代数である．一般に，Aが R代数として有限生成で

も R部分代数 Aσ は有限生成とは限らない．Rが体で Aが R上の多項式環のとき，Aσ

の有限生成性の問題は，Hilbert の第 14問題の特別な場合である．Rが標数 0の体で A

が R 上の 5変数多項式環のとき，Daigle-Freudenburg [1] は Aσ が有限生成でないよう

な σ を与えた．本修士論文では，1変数多項式環 (Z/nZ)[x] (n ≥ 2)における Z/nZ上

の指数写像の不変式環の有限生成性について考察する．

一般に Z/nZが被約なとき，(Z/nZ)[x]の Z/nZ部分代数は常に有限生成であること

が知られている．一方，Z/nZ が被約でないとき，(Z/nZ)[x] の有限生成でない Z/nZ

部分代数が存在する．以下では p を素数，e ≥ 2 を整数とし，A = (Z/peZ)[x] とする．

このとき，
σ : A ∋ f(x) 7→ f(x+ pT ) ∈ A[T ] (1)
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は Aにおける Z/peZ上の指数写像である．各整数 i ≥ 1に対し

v(i) := max{α ∈ Z | i ∈ pαZ}

と定義する．

次の定理が本修士論文の主結果である．

定理 (1)で定義した指数写像 σ に対し，

Aσ = (Z/peZ)
[{

pe−v(i)−1xi
∣∣∣ i = 1, . . . , pe−1

}]
(2)

が成り立つ．従って，Z/peZ代数 Aσ は有限生成である．

i = pe−1 のとき pe−v(i)−1xi = xpe−1

なので，(Z/peZ)[xpe−1

] ⊂ Aσ が成り立つことに

注意する．

例えば，(2)において，p = 2, e = 3 とすると

Aσ = (Z/8Z)[4x, 2x2, 4x3, x4]

である．また，p = 3, e = 3 とすると

Aσ = (Z/27Z)[9x, 9x2, 3x3, 9x4, 9x5, 3x6, 9x7, 9x8, x9]

である．
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