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正標数の体上の平面直線に関するMoh予想

kを体, k[x]をk上の1変数多項式環とする. f , g ∈ k[x]に対して (f, g)⇝ (αf+λ(g), g) や (f, g)

⇝ (f, αg+λ(f)) (ただし, α ∈ k×, λ(x) ∈ k[x])の形の変形を基本変形とよぶ. また, kの標数pが正
でさらにkが完全体のとき，f ∈ k[x], g ∈ k[xp]に対して, (f, g)⇝ (f, p

√
g) や (g, f)⇝ ( p

√
g, f)

の形の変形をMoh変形とよぶ. 次の定理はアフィン代数幾何学における重要な定理である.

定理 0.1 (Abhyankar-Moh [1]) kの標数が 0のとき, f , g ∈ k[x] \ {0}が k[f, g] = k[x]をみた
すならば, deg f | deg gまたは deg g | deg f が成り立つ.

標数が正のとき, k[f, g] = k[x]かつ deg f |/deg gかつ deg g |/deg f となる f , g ∈ k[x]が存在する
（[3]を参照）．ゆえに，kの標数が正のとき，Abhyankar-Mohの定理は成り立たない．そうでは
あるが，Moh [2]により次が予想されている．

予想 0.2 (Moh [2]) kを標数 p > 0の代数的閉体とする. f , g ∈ k[x] \ {0}が k[f, g] = k[x]をみ
たすとき, 以下の条件をみたす f∗, g∗ ∈ k[x]が存在する:

(i) g∗ ∈ k[xp].

(ii) (f, g)を，基本変形の繰り返しにより (f∗, g∗)に変形できる.

(iii) min(deg f∗, p−1 deg g∗) < min(deg f, deg g) または{
min(deg f∗, p−1 deg g∗) = min(deg f, deg g)かつ
max(deg f∗, p−1 deg g∗) < max(deg f, deg g).

本修士論文では, kの標数が 2の場合に, k[f, g] = k[x]をみたすいくつかの f , g ∈ k[x] \ {0}に
ついて, Moh予想が正しいことを確かめた. また，それらの (f, g)に対して, 基本変形, Moh変形
からなる列 (f, g)⇝ · · ·⇝ (0, x)を具体的に与えた.

例えば以下の f , gは, k[f, g] = k[x]をみたす:

• f = x6 + x, g = x4

• f = x6 + x2 + x, g = x4

• f = x6 + x4 + x, g = x4

• f = x6 + x4 + x2 + x, g = x4

恒等的な基本変形 (f, g)⇝ (f, g) =: (f∗, g∗)に対して, 以下が成り立つ:
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• f = x6 + x, g = x4のとき
(a) g∗ = x4 ∈ k[x2].

(b) min(deg f∗, p−1 deg g∗) = min(6, 2) = 2 < 4 = min(deg f, deg g).

• f = x6 + x2 + x, g = x4のとき
(a) g∗ = x4 ∈ k[x2].

(b) min(deg f∗, p−1 deg g∗) = min(6, 2) = 2 < 4 = min(deg f, deg g).

• f = x6 + x4 + x, g = x4のとき
(a) g∗ = x4 ∈ k[x2].

(b) min(deg f∗, p−1 deg g∗) = min(6, 2) = 2 < 4 = min(deg f, deg g).

• f = x6 + x4 + x2 + x, g = x4のとき
(a) g∗ = x4 ∈ k[x2].

(b) min(deg f∗, p−1 deg g∗) = min(6, 2) = 2 < 4 = min(deg f, deg g).

よって, これらの場合にMoh予想は正しい.
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