
平成２１年度 首都大学東京 大学院（博士前期課程）
入学試験（平成��年�月��日）

数学 � ����� 	 �����


�� 次の問題 �から問題 �のうちから �題を選択して解答しなさい．
ただし，問題 �（微分積分）と問題 �（線形代数）は必ず選択すること．

�� 問題ごとに別の答案用紙を用いなさい．

�� 全ての答案用紙に，氏名・受験番号・選択した問題の番号を記入すること．

�� 試験終了後，答案用紙は �枚とも回収します．問題用紙と計算用紙は各自持ち
帰ること．



問題 ��（微分積分） 実数全体で連続な関数 ����が次の等式をみたしているとする．
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このとき，次の問いに答えよ．

��� ����を求めよ．

��� ����の最大値を求めよ．

��� 広義積分
�
�

�

���� �� の値を求めよ．

��� �変数関数 ���� �� � ��
�
�� � �� � ��に対して次の重積分の値を求めよ．
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問題��（線形代数）	を自然数とし，� � を	次複素列ベクトル全体の集合とする．また，
�	� � � �

����� � � � ���� ��� � � � �� � �� � � � � 	��とおき，� 
 
�	� � � �� � を多重線形性および交代性をも

つ写像とする．すなわち，任意の ��  �� � ��  � 	� � �� �� �� �� � � に対して，

	 ����� � � � � ��� � ������ � � � ���� � ������ � � � ���� � � � ���� � ������� � � � ��
�

�� � � � �����

	 ����� � � � ���� � � � ��� � � � � ���� � ������ � � � ��� � � � � ���� � � � ����

をみたすとする．このとき，次の問いに答えよ．

��� � � ����を 	次複素正方行列とするとき，�の第 �列 �� を，��� � � � � �� の �次結合で表せ．

ただし，�� � � �� � � � � 	�は，第  成分が �であり，他の成分がすべて �の 	次列ベクトル

とする．

��� �� �� � � � � � � ��� �� � � � � 	�のうちの少なくとも �つが同じ数のとき，����� � � � � � ���� � �で

あることを示せ．また，��� �� � � � � 	�の置換�に対し，�������� � � � � ������ � ��������� � � � � ���

を示せ．ただし，

���� �

��
�
� �� は偶置換�

�� �� は奇置換�

とする．

��� ここで，
�	� � � の要素 �を 	次正方行列とみなすとき，���� � �����������であること

を示せ．ただし，�� は 	次単位行列とし，������は �の行列式

	
����

���������� 
 
 
 ������ ��� は ��� � � � � 	�の置換全体の作る集合�

とする．

��� 	次複素正方行列 ��� に対し，������� � ������ ������ が成り立つことを ��� を使って

示せ．

�



問題 �． ��� ��� ��� ���を距離空間とし，�を ��� ��のコンパクト部分集合とするとき，次の問い

に答えよ．ただし，�がコンパクト部分集合であることは，「��� ��における �の任意の開被覆は

有限部分被覆をもつ」で定義する．

��� �は有界集合であることを示せ．

��� � 
 � �� � を ��� ��から ��� ���への連続写像とするとき，�の像 ����は ��� ���のコンパ

クト部分集合であることを示せ．

問題 �� �次元空間 �� の開集合で定義された微分可能なベクトル場 � � � ��� ��� �� �に対して，そ

の発散 ����と回転 ����を次で定義する．このとき，次の問いに答えよ．
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��� ベクトル場 � � ���� ��� �� � に対して次を求めよ．

��� ���� ��� ���� ��� ���������

��� �� 級のベクトル場 �に対して ��������� � �が成り立つことを示せ．

��� ベクトル場 � � ��� � �� ��� ��� �� � � �に対して � � ����をみたす �� 級のベクトル場

�は存在するか．その理由とともに答えよ．

問題 �� 実定数 �に対して複素関数 ����を次式で定義する．

���� � ��������� � ����� � � � �� � � �

このとき，次の問いに答えよ．

��� ����が複素平面全体で正則となるとき �と ����を求めよ．

��� � を正の向き �反時計回り�をもつ円 �� � � � ��� � ��とする．���で求めた ����に対して �

に沿う次の複素積分の値を求めよ．
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問題 �� �，�は命題を表し「� または �」は真であるとする．このとき次の ���� ���� ���の各々

の命題について，「真」，「偽」，「これだけの情報では真とも偽とも断定できない」のいずれがあては

まるか．その理由とともに答えよ．

��� 「� かつ �」

��� 「� ならば �」

��� 「『� でない』ならば�」

�



問題 ��  は �以上の自然数であるとする．いま  を固定し，各々の正の整数 	に対し，	を  進

法で表したときの桁数を ��	�で表す．たとえば  � �のとき ���� � �，���� � �である．定数関

数（独立変数の値によらずに一定の値をとる関数），四則演算，対数関数（底は  ），� �の合成関

数によって ��	�を表せ．ただし実数 �に対して �を越えない最大の整数を ���で表す．たとえば

������ � �，������� � �である．

�



平成２１年度 首都大学東京 大学院（博士前期課程）
入学試験（平成��年�月��日）
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�� 次の �問から �問を選択して解答しなさい．

�� 問題ごとに別の答案用紙を用いなさい．

�� 全ての答案用紙に，氏名・受験番号・選択した問題の番号を記入すること．

�� 試験終了後，答案用紙は �枚とも回収します．問題用紙と計算用紙は各自持ち
帰ること．



問題 �� �を環 ��� �
�
� � �� � � ��とする．このとき，次の問いに答えよ�

��� � � ��� は �の素イデアルでないことを証明せよ�

��� � � �
�
�� は �の極大イデアルであることを証明せよ�

�	� � の単元（すなわち，積に関して逆元をもつ元）で
 �� 以外のものを一つ求めよ� その元を

� とするとき
 群 ������ � ����� � ��� における �� � の位数を求めよ�

問題 �� �を零元と異なる単位元を持つ可換環，	 を体，
を	 の拡大体とする．以下，環準同

型写像は単位元を単位元に写すものと考える．このとき，次の問いに答えよ．

��� ���と �以外に �のイデアルが存在しないならば，�は体であることを示せ．

��� 環準同型写像 � � 	 �	 �は単射であることを示せ．

�	� 
の	 上の拡大次数 
 � 	�の定義を述べよ．

��� 
 � 	�が有限ならば，任意の � � 	 に対し ���� � �となる環準同型写像 � � 
 �	 
は全

射であることを示せ．

問題 �� ��級写像  � � 
 �� � � �	 �
� を �

� の座標を用いて ��� �� � ����� ��� ���� ���と表す�

ただし，� は正数とする． が，ある正値関数 � � � 
 �� � � �	 � に対し


�

��
��� �� � ������ �� ��� �� ���� �� ��� ��

であるとき，次の問いに答えよ．

��� 各 �に対し曲線 ��� �� � � �	 �
� の曲率 ���� ��は至るところ正であることを証明せよ�

��� 関数 � � � 
 �� � � �	 � を

� ��� �� � ���� �� ��� � � ���� �� ��� �

と定義するとき，
���

���
��� �� � � ��� �� �

�

���� ��

が成り立つことを証明せよ�

�	� さらに  が平均曲率流方程式

�

��
��� �� � ������ �� ��� ������� �� ��� ��

をみたすとき，� を利用して
��

��
� ��

�
���

���
� �

�

を導け�

�



問題 �� �つ穴のあいたトーラスの境界と
 メビウスの帯の境界を貼りあわせてできる閉曲面を �

とする．また
 	つ穴のあいた球面の 	つの境界と
 	個のメビウスの帯の境界を
 それぞれ貼りあ

わせてできる閉曲面を �� とする．このとき，次の問いに答えよ．

��� � と �� は同相であることを示せ．

��� � の �係数のホモロジー群を計算せよ．

問題 �� ����� ��は測度空間で ���� � � であるとする．このとき，次の問いに答えよ．

��� 自然数 �に対して

�� �
�
� � �

��� ��� � � かつ ������ � �

�

�

とする．このとき，�� は有限集合であることを証明せよ．

��� ��� � � かつ ������ � � をみたす点 � � � は高々可算個しか存在しないことを証明せよ．

問題 ��

��� 平均�分散 ��（� � �
 � � �）の正規分布

����� �
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 ����������� ��

の特性関数
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 ��������� " � �

を求めよ．このとき，

���
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��

 �������
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�
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（�は実定数）を用いてよい．

��� �，# を独立で，それぞれ平均��分散 ��� の正規分布，平均��分散 ��� の正規分布に従う

確率変数とする．� � # はどのような分布に従うか．

�	� ���で用いた定積分の式 ���を証明せよ．

�



問題 �� �を正数，$��� %�を ��� %� � �� ��
 �� ��に関して連続な関数とし，&���� � �


&������ � �

� �

�

$��� %�
�

� � &��%��
�%� � � �� �� �� � ��

によって �&��������� を定める．このとき，次の問いに答えよ．

���

' � ���
�����

�� �

�

�$��� %�� �%
�

とおくとき，

�&��� � &�� � �'�&� � &���� �� � ��

を示せ．ただし，��� � ���
�����

������とする．

��� 任意の � � �に対し，

�&� � &�� �
� ����
	����

��'�	
	
�&� � &��

を示せ．

�	� �' � �とするとき，�&��������� は �� ��上で，ある連続関数 &���に一様収束することを

示せ．また，

&��� � �

� �

�

$��� %�
�

� � &�%��
�%� � � �� ��

が成り立つことを示せ．

問題 	� 次の小問 ���から ���のうち 	問を選んで解答せよ．どの小問を選んだか明記してから答

えること．ただし，�問以上を選んではいけない．

��� おもに科学技術計算を用途とする高速電子計算機システムにおいて，処理の高速化を実現す

るため用いられているハードウェア上の各種技法にはどのようなものがあるか，例を挙げて

論述せよ．

��� 電子計算機システムの（オンデマンド・ページング方式による）「仮想記憶」とはどのような

ものであるか，どのように実現されているか，どのような利点があるかについて，論述せよ．

�	� 電子計算機システムの信頼性や障害耐久性を高める為に用いられている技法について，例を

挙げて論述せよ．

��� ある与えられた問題に対して，電子計算機システムを使用した効率の良い解法を得ようとす

るとき必要な作業について，全般的に論述せよ．

��� 今後，計算のさらなる高速化を実現していく上で，追求すべき各種の技術上の課題について，

例を挙げて論述せよ．

	



問題 
� �以上の整数 �に対して

�� � ��
�

� �

とするとき，次の問いに答えよ．

���

���� � ���� � � ��� � � �� � ��

が成り立つことを示せ．

��� �以上の相異なる整数 (� )に対して，�	 と �
 は互いに素（つまり最大公約数が �）であるこ

とを，���の性質を用いて示せ．

�	� 各 �� の素因子に着目し，素数が無限に存在することを示せ．

�
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英語 ������ � �����	

�� 次の �問に解答しなさい．

�� 問題ごとに別の答案用紙を用いなさい．

�� 全ての答案用紙に，氏名・受験番号・選択した問題の番号を記入すること．

�� 試験終了後，答案用紙は �枚とも回収します．問題用紙は各自持ち帰ること．



問題 ��次の文章の点線 � � � を引いたところより上の部分または下の部分のいずれかを和訳せよ．
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問題 ��次の文章の点線 � � � を引いたところより上の部分または下の部分のいずれかを英訳せよ．

一様連続定理．� を閉区間 � � � � � �  � ��上で連続な関数とするとき，� は � 上で一様連続

である．

証明．� が � 上で一様連続でないと仮定して矛盾を導く．もし � が一様連続でないならば，ある

�� � 2が存在し，以下のような性質を持つ Æ � 2が存在しないようにできる： 	� 
 �	 � Æとな

るすべての対 �� � � � に対して 	�3�4 
 �3�4	 � �� となる．このとき，各正の整数 �に対し

て，� 上の対 ��� 
��

� で

	�� 
 ���	 �
'

�
かつ 	�3��4
 �3���4	 � �� 354

をみたすものが存在する．

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
*��#���)!�	���
����の定理より，����の部分列（これを �����とあらわすことにする）で，�

内のある数 � に収束するものが存在する．このとき，	��� 
 ���� 	 � '���であるから，����  �

3��4であることがわかる．� が � で連続であるという事実を使うと，

�3���4 �3�4� �3����4 �3�4

が得られる．よって，正の整数 �� と �� が存在して，� � �� ならば 	�3���4 
 �3�4	 � �

�
���

� � ��ならば 	�3����4
 �3�4	 � �

�
�� をみたす．したがって，��と��の両方より大きいすべて

の �に対して，

	�3���4
 �3����4	 � 	�3���4
 �3�4	� 	�3�4
 �3����4	 �
'

-
�� �

'

-
�� � ��

であることがわかる．最後の不等式は 354に矛盾するので，結果が得られた．


