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生物数学について・・・生物数学について・・・

これから話す内容の中では、分子生物学の中で、これから話す内容の中では、分子生物学の中で、
DNADNAやタンパク質などを扱いやすくするためやタンパク質などを扱いやすくするため

に数学的に表す。に数学的に表す。

生物学を学ぶ人にとっては新しい考え方や発見生物学を学ぶ人にとっては新しい考え方や発見
ができる。ができる。

数学を学ぶ人にとっては数学が実際にどのよう数学を学ぶ人にとっては数学が実際にどのよう
に活用されているかを知ることができる。に活用されているかを知ることができる。



大まかな流れ大まかな流れ

ＤＮＡのアラインメント（整列）ＤＮＡのアラインメント（整列）

↓↓

ＤＮＡ間の距離の推定ＤＮＡ間の距離の推定

↓↓

進化系統樹の作成進化系統樹の作成



例えば・・・例えば・・・

Ｓ１：ＡＴＴＧＣＧＴＡＴＧＣＣＳ１：ＡＴＴＧＣＧＴＡＴＧＣＣ

Ｓ２：ＡＳ２：ＡＡＡＴＧＣＴＧＣＣＣＴＡＡＧＣＣＴＡＡＧＣＣ

Ｓ３：ＡＳ３：ＡＡＡＴＧＣＴＧＣＣＣＴＡＡＧＴＡＡＧＧＧＣＣ

↓↓



進化系統樹進化系統樹

＜大原則＞＜大原則＞BifurcatingBifurcating（分岐する）（分岐する）

１つの内点に３つの１つの内点に３つのedgeedgeが集結する。が集結する。

（根には２つの（根には２つのedgeedgeが集結する。）が集結する。）



位相的に同じ位相的に同じ



３つの進化系統樹作成法３つの進化系統樹作成法

ＵＵ ＰＰ ＧＧ ＭＭ ＡＡ

ＦｉｔｃｈＭａｒｇｏｌｉａｓｈアルゴリズムＦｉｔｃｈＭａｒｇｏｌｉａｓｈアルゴリズム

近近 隣隣 結結 合合 法法



UPGMAUPGMA
※※分子時計を仮定する。分子時計を仮定する。

①一番近い２つのｔａｘａを結合。①一番近い２つのｔａｘａを結合。

②その２つのｔａｘａを１つとみなし②その２つのｔａｘａを１つとみなし
て、また一番近いｔａｘａを結合。て、また一番近いｔａｘａを結合。

③これを繰り返す。③これを繰り返す。

S1S1 S2S2 S3S3 S4S4
S1S1 ４４ ２２ ６６

S2S2 ４４ ６６

S3S3 ６６

S4S4



３点の公式３点の公式

３点Ａ，Ｂ，Ｃについて、それ３点Ａ，Ｂ，Ｃについて、それ
ぞれの２点間の距離がわぞれの２点間の距離がわ
かっているとき、かっているとき、

ｘ＝（ｄｘ＝（ｄＡＢ＋ｄ＋ｄＡＣ－ｄ－ｄＢＣ））//２２
ｙ＝（ｄｙ＝（ｄＡＢ＋ｄ＋ｄＢＣ－ｄ－ｄＡＣ））//２２
ｚ＝（ｄｚ＝（ｄＡＣ＋ｄ＋ｄＢＣ－ｄ－ｄＡＢ））//２２

が成り立つ。が成り立つ。



ＦＭアルゴリズムＦＭアルゴリズム

※※分子時計を仮定せず、より分子時計を仮定せず、より
データに近い系統樹を作成。データに近い系統樹を作成。

①１番近い２つの①１番近い２つのtaxataxaとそれ以とそれ以
外のすべての外のすべてのtaxataxaについて３について３

点の公式を使う。点の公式を使う。

Ｓ１Ｓ１ Ｓ２Ｓ２ Ｓ３Ｓ３ Ｓ４Ｓ４

Ｓ１Ｓ１ ６６ ３３ ７７

Ｓ２Ｓ２ ７７ ７７

Ｓ３Ｓ３ ８８

Ｓ４Ｓ４



②さっきの②さっきの22つのつのtaxataxaをを
11つのグループにし、もつのグループにし、も
うう11度表を作り直す。そ度表を作り直す。そ

のあとはまた①の手順のあとはまた①の手順
を繰り返す。を繰り返す。

S1S1--33 S2S2 S4S4
S1S1--33 13/213/2 15/215/2
S2S2 ７７

S4S4



完成完成



近隣結合法近隣結合法

ＵＰＧＭＡやＦＭアルゴリズＵＰＧＭＡやＦＭアルゴリズ
ムでは距離が１番近いｔａｘムでは距離が１番近いｔａｘ
ａを選んでいた。ａを選んでいた。

↓↓

左図の場合Ｓ１とＳ２を結合左図の場合Ｓ１とＳ２を結合
させてしまう。させてしまう。

↓↓

ｎｅｉｇｈｂｏｒｓを結合させるよｎｅｉｇｈｂｏｒｓを結合させるよ
うな方法が必要。うな方法が必要。



ｎｅｎｅｉｇｈｂｏｒｓなら・・・ｉｇｈｂｏｒｓなら・・・

ｄ（Ｓ１ｄ（Ｓ１,,Ｓ２）＋ｄ（ＳｉＳ２）＋ｄ（Ｓｉ,,Ｓｊ）＜ｄ（Ｓ１Ｓｊ）＜ｄ（Ｓ１,,Ｓｉ）＋ｄ（Ｓ２Ｓｉ）＋ｄ（Ｓ２,,Ｓｊ）Ｓｊ）

↓↓

（Ｎ－３）ｄ（Ｓ１（Ｎ－３）ｄ（Ｓ１,,Ｓ２）＋∑Ｓ２）＋∑ｊｊ=3,=3,ｊ≠ｉｊ≠ｉｄ（Ｓｉｄ（Ｓｉ,,Ｓｊ）Ｓｊ）

＜（Ｎ－３）ｄ（Ｓ１＜（Ｎ－３）ｄ（Ｓ１,,Ｓｉ）＋∑Ｓｉ）＋∑ｊｊ=3,=3,ｊ≠ｉｊ≠ｉｄ（Ｓ２ｄ（Ｓ２,,Ｓｊ）Ｓｊ）

↓↓

（（NN－２）－２）dd（（S1,S2S1,S2）＋）＋RRⅰⅰ＜（＜（NN－－22））dd（（S1,SiS1,Si）＋）＋RR22



（（NN－２）－２）dd（（S1,S2S1,S2）＋）＋RRⅰⅰ＜（＜（NN－－22））dd（（S1,SiS1,Si）＋）＋RR22

↓↓

((Ｎ－２Ｎ－２))ｄｄ((Ｓ１Ｓ１,,Ｓ２Ｓ２))－Ｒ－Ｒ１１－Ｒ－Ｒ２２

＜＜((Ｎ－２Ｎ－２))ｄｄ((Ｓ１Ｓ１,,ＳｉＳｉ))－Ｒ－Ｒ１１－Ｒ－Ｒⅰⅰ

↓↓

MM（（S1,S2S1,S2）＜）＜MM（（S1,SiS1,Si））

つまり、つまり、

SnSnととSmSmががneighborsneighborsなら、全てのなら、全てのkk≠≠mmに対して、に対して、

MM（（Sn,SmSn,Sm）＜）＜MM（（Sn,SkSn,Sk））
が成り立つ。が成り立つ。



近隣結合法の手順近隣結合法の手順

①①NN個の個のtaxataxaに対し、に対し、MMの値の表の値の表を作る。を作る。MMの値の値
が最も小さくなるが最も小さくなるSiSi、、SjSjを選ぶ。を選ぶ。

②②SiSi、、SjSj以外の以外のtaxataxaを１つのグループを１つのグループGGとする。３とする。３
点の公式を使って点の公式を使ってd(Si,Vd(Si,V))、、d(Sj,Vd(Sj,V))を求める。を求める。

③③SkSk∈∈GGに対して３点の公式を使ってに対して３点の公式を使ってｄ（ｄ（Sk,VSk,V))をを
それぞれ求める。それぞれ求める。

それをそれを新しい距離データの表新しい距離データの表とする。とする。

④これらの操作を④これらの操作をtaxataxaが３つになるまで繰り返す。が３つになるまで繰り返す。

３つになったら３点の公式を使って終わり。３つになったら３点の公式を使って終わり。



大まかな流れ大まかな流れ

ＤＮＡのアラインメント（整列）ＤＮＡのアラインメント（整列）

↓↓

ＤＮＡ間の距離の推定ＤＮＡ間の距離の推定

↓↓

進化系統樹の作成進化系統樹の作成



塩基置換の行列モデル塩基置換の行列モデル

初期の塩基配分・・・Ｐ初期の塩基配分・・・Ｐ００＝（Ｐ＝（ＰＡＡ，Ｐ，ＰＧＧ，Ｐ，ＰＣＣ，Ｐ，ＰＴＴ））

条件付確率・・・・・・・Ｐ条件付確率・・・・・・・Ｐｉｉ||ｊｊ＝Ｐ（Ｓ１＝ｉ＝Ｐ（Ｓ１＝ｉ||Ｓ０＝ｊ）Ｓ０＝ｊ）

遷移行列遷移行列

ＰＰＡＡ||ＡＡＰＰＡＡ||ＧＧＰＰＡＡ||ＣＣＰＰＡＡ||ＴＴ

Ｍ＝ＰＭ＝ＰＧＧ||ＡＡＰＰＧＧ||ＧＧＰＰＧＧ||ＣＣＰＰＧＧ||ＴＴ

ＰＰＣＣ||ＡＡＰＰＣＣ||ＧＧＰＰＣＣ||ＣＣＰＰＣＣ||ＴＴ

ＰＰＴＴ||ＡＡＰＰＴＴ||ＧＧＰＰＴＴ||ＣＣPPTT｜｜TT

１単位時間後の塩基配分１単位時間後の塩基配分

MPMP00=P=P11



マルコフモデルマルコフモデル

マルコフ行列とは、マルコフ行列とは、成分が全て０以上成分が全て０以上で、で、列の列の
和が１和が１の行列。の行列。

※※成分が正のマルコフ行列はいつも成分が正のマルコフ行列はいつも狭義最大固狭義最大固
有値有値λλ＝１＝１を持つ。を持つ。

※λ※λ＝１に対応する＝１に対応する固有ベクトルはただ１つ固有ベクトルはただ１つ存在存在
する。する。

∵フロベニウスの定理。∵フロベニウスの定理。



JukesJukes--CantorCantorモデルモデル

全ての塩基置換が同じ確率で起こる。全ての塩基置換が同じ確率で起こる。

PP００==（（1/4,1/4,1/4,1/41/4,1/4,1/4,1/4））

その変異率をその変異率をααとすると、とすると、

１１--αα αα//３３ αα//３３ αα//３３
M=M=αα//３３ １１--αα αα//３３ αα//３３

αα//３３ αα//３３ １１--αα αα//３３
αα//３３ αα//３３ αα//３３ １１--αα



木村２，３パラメータモデル木村２，３パラメータモデル

木村２パラメータモデル木村２パラメータモデル

＊＊ ββ γγ γγ

M=M=ββ ＊＊ γγ γγ

γγ γγ ＊＊ ββ

γγ γγ ββ ＊＊ ＊＝１－＊＝１－ββ－－γγ

木村３パラメータモデル木村３パラメータモデル

＊＊ ββ γγ δδ

M=M=ββ ＊＊ δδ γγ

γγ δδ ＊＊ ββ

δδ γγ ββ ＊＊ ＊＝１－＊＝１－ββ－－γγ－－δδ



JukesJukes--CantorCantor距離距離

dd＝ｔ＝ｔ×α×α

＝（経過時間）＝（経過時間）××（変異率）（変異率）

＝（経過時間）＝（経過時間）××（ｓｉｔｅごとの塩基置換の数）（ｓｉｔｅごとの塩基置換の数）

＝（経過時間内でのｓｉｔｅごとの塩基置換の数）＝（経過時間内でのｓｉｔｅごとの塩基置換の数）

ｄｄは経過時間に比例する。は経過時間に比例する。ｄｄを進化の距離ととらえる。を進化の距離ととらえる。



いろいろな距離公式いろいろな距離公式

ＪｕｋｅｓＪｕｋｅｓ--Ｃａｎｔｏｒ距離Ｃａｎｔｏｒ距離

ｄｄＪＣＪＣ（Ｓ（Ｓ００,,ＳＳ１１）＝）＝ －３－３//４ｌｎ（１－４ｐ４ｌｎ（１－４ｐ//３）３）
木村２パラメータ距離木村２パラメータ距離

ｄｄKK２２（Ｓ（Ｓ００,,ＳＳ１１）＝－１）＝－１//２ｌｎ２ｌｎ((１－２ｐ１－２ｐ１１－ｐ－ｐ２２))
－１－１//４ｌｎ（１－２ｐ４ｌｎ（１－２ｐ２２））

木村３パラメータ距離木村３パラメータ距離

ｄｄK3K3（Ｓ（Ｓ００,,ＳＳ１１）＝－１／４（ｌｎ）＝－１／４（ｌｎ((１－２１－２ββ－２－２γγ))
＋ｌｎ＋ｌｎ((１－２１－２ββ－２－２δδ))＋ｌｎ＋ｌｎ((１－２１－２γγ－２－２δδ))））

ＬｏｇＬｏｇ--ｄｅｔ距離ｄｅｔ距離

ｄｄLDLD（Ｓ（Ｓ００,,ＳＳ１１）＝－１）＝－１//４４((ｌｎｌｎ((ｄｅｔｄｅｔ((ＦＦ))))－１－１//２ｌｎ（ｇ２ｌｎ（ｇ００ｇｇ１１））))



大まかな流れ大まかな流れ

ＤＮＡのアラインメント（整列）ＤＮＡのアラインメント（整列）

↓↓

ＤＮＡ間の距離の推定ＤＮＡ間の距離の推定

↓↓

進化系統樹の作成進化系統樹の作成
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