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左の図は Sierpinski gasketとよばれるフラクタル図形である．正三角形を 4つの小三角
形に等分割し，真ん中の下向き小三角形を取り除く．残った 3つの上向き小三角形に同じ操
作を施す．これを無限に繰り返すと Sierpinski gasketが得られる．無限の操作の結果，図の
ように一部を取り出して拡大すると，もとの図形とぴったり一致する．この性質を自己相似
性という（[2], [3]）．フラクタルは比較的新しい分野である．1970年代にBenoit Mandelbrot
が，分岐点だらけ，いたるところ微分不可能など，病的・例外的とみられていた図形のいく
つかに共通する自己相似性に着目し，フラクタル (fractal)という名を与え数学的対象とし
ての地位を主張した（[1]）．その後現在に至るまで，数学のみならず物理，生物，化学，工
学など広範な分野で，フラクタルに関連した研究が大きく進展している．確率論の分野でも
フラクタル上の確率過程（特に拡散過程）はひとつの流行にさえなった．フラクタル上の拡
散過程に関しては，すでに統計数学分科会で特別講演を含む多くの講演がなされているの
で，ここでは，地味でいて独自の面白さと難しさをもつフラクタル上の 2つの数理モデル，
パーコレーションと自己回避ウォークに焦点を当てて紹介していきたい．（フラクタル上の
解析に関しては例えば [8], [9]参照．）
ここで扱う空間は，フラクタル格子（フラクタル状のグラフ）である．一番右の図の

Sierpinski gasket格子がその例である．これは長さ１の辺を最小単位としているグラフで，



Sierpinski gasketのように無限に細かい構造はもたないが，そのかわり左下の端点から離れ
るほど大きい穴が開いている（左下の端点から 2n ほど離れたあたりに一辺 2n の下向き正
三角形の穴が開いている）．この格子は，すべての一辺 2の上向き三角形の中の構造を消し
去り，全体を 1/2に縮小するともとの図形に戻る，という意味での「自己相似性」をもって
いる．

パーコレーションは，たとえば，金属と非金属の混合体において金属の割合を増やして
いくとあるところで電流が通るようになるような現象の数理モデルである．d次元正方格子
Z

d上のボンド・パーコレーションは次のようなモデルである．頂点集合 Z
dと，隣り合う頂

点を結ぶ長さ１の辺全体の集合からなるグラフを考える．各辺が，独立に確率 pでつながっ
ていて，確率 1− pで切れているとする．このとき，無限に大きいつながったクラスターは
できるだろうか．実際，d � 2では確率 pを大きくしていくとある値 p = pc (0 < pc < 1)を
境に突然無限クラスターが出現する．
一般に，系のマクロな状態が，パラメータのある値を境にして劇的に変わるとき，系は

相転移 (phase transition)を起こすという．物理学者は，パラメータの値がその境の値
（臨界点）に近いとき，系の状態をあらわすいくつかの関数の振舞い（臨界現象）は，モデ
ルの詳細（例えば，平面内の場合は，正方格子か三角格子か）によらない（普遍性）と信じ
ている．パーコレーションは，各辺が独立に確率 pでつながるという単純なモデルなので，
相転移の臨界点付近の挙動を実際に計算できそうなモデルとして注目されていた．
正方格子Z

d上のボンド・パーコレーションに関しては，臨界確率の一意性，無限クラス
ターの一意性など，様々な結果が得られている．Wernerが 2006年にフィールズ賞を受賞し
た Schramm Loewner evolution (SLE)の仕事は２次元の三角格子上のサイト・パーコレー
ション（後述）に関連している．しかし，単純なモデルという期待に反して未解決の問題も
多く残されている．
ここでは，フラクタル格子上のボンド・パーコレーションについて得られている結果を

紹介する．Sierpinski gasket格子上のパーコレーションは，相転移は起こらないが，自己相
似性に由来する recursion relationに基づいて相関距離，平均クラスターサイズなどが調
べられている．Sierpinski carpetタイプ，Menger spongeタイプのフラクタル格子について
は，相転移の起こる十分条件が得られている．

自己回避ウォークとは，一度通った点には二度と戻れない，という制約つきのウォーク
である．d次元正方格子Z

d を例にとって，（単純）ランダムウォークとの違いを述べよう．ラ
ンダムウォークが最初原点にいたとすると，1歩目で隣の点（距離１だけ離れた点）へ等確
率 1/(2d)で移る．同様に，(n + 1)歩目で n歩目のの位置の隣に等確率で移る．このとき，
(n − 1)歩までの振舞いは忘れてよい．このような性質をマルコフ性といい，マルコフ性を
もつ確率過程については多くの研究がなされてきた．これに対して，(n + 1)歩目の位置の
予測に 1歩目からの振舞いが影響するものを非マルコフ確率過程という．自己回避ウォーク
は，次々隣の点に移っていくのはランダムウォークと共通であるが，同じ点に戻ることが禁
止されているため，過去を記憶していなければならない．その意味で，すでに多くの蓄積が
あるマルコフ過程の解析方法が全く使えない．
１次元の自己回避ウォークは１方向にしか進めず自明なので，以下，d � 2とする．（述

べるのが）もっとも簡単な「原点を出発点とする自己回避ウォークの n歩までの歩き方は何
通りあるか」という問題でさえ超難問である．n歩の自己回避ウォークがそのまま (n + 1)
歩まで伸ばせるとは限らない．n歩目で隣の点がすべて訪れたことのある点，という袋小路
に入り込むこともあるからだ．ランダムウォークなら n歩の歩き方は (2d)n通りである．ま
た，n歩目の位置と出発点との距離の 2乗の期待値（n歩の歩き方に等確率を与えるとする）
は nとともに発散することは想像できるが，漸近的な形はどうなるか．ランダムウォークな
ら期待値は（漸近形でなく）ちょうど nである．

5次元以上の自己回避ウォークの漸近的振舞いは Hara-Sladeによって解決されている．
次元の高い空間ではそもそもランダムウォーク自体が「大きなスケールでの自己交差」を
漸近的に起こさないので（行ってすぐ戻るような局所的な自己交差は起こるが），自己回避
ウォークと同様の漸近的振舞いを示す．低次元が難しい．2, 3, 4次元ではいまだに予想のまま
である．自明な 1次元と難問の 2次元の中間次元の空間としてフラクタルがある．Sierpinski
gasketのハウスドルフ次元は log 3/ log 2 = 1.58 . . .である．この空間でなら自明でない厳密



な結果が得られる．空間の自己相似性を利用して，異なるスケールでみた自己回避ウォーク
間の関係を反映する recursion relationが鍵である．

1980年代にフラクタル上のパーコレーション，自己回避ウォーク，イジング・モデルな
どを初めとする物理の論文が多く書かれた．物理学者の直観に数学として厳密な証明を与え
ることは容易ではないが，数学者の解くべき問題が多くありそうである．
次の第 2節ではパーコレーションについて，第 3節では自己回避ウォークについて紹介

する．予備知識は仮定していない．それぞれ，まず Z
dを例にとって，どのような問題があ

るかを示し，フラクタルの場合に数学として得られている結果を紹介する．第 4節では，他
のモデルと残された問題に触れる．

2 Percolation.

2.1 正方格子 Z
d上のボンド・パーコレーション．

パーコレーションに関する基本的な問題を明らかにするために，まず正方格子上のボンド・
パーコレーションから始めよう．頂点集合 V = Z

d, E =［Z
dの隣りあう点をつなぐ長さ１

の辺の集合］とし，グラフ (V,E)の各辺 (bond)が，独立に確率 pで open（つながってい
る），確率 1− pで closed（切れている）とする．このときのΩ = {open, closed}E 上の確
率測度を Ppとする．ω ∈ Ωを選ぶとE上の open, closedの配置が決まったことになる．C
を原点から open bondに沿って到達できる点の集合（open bondのクラスター，または単
にクラスター）とする．|C| = |C|(ω)を C に属する点の数（確率変数）とする．浸透確率
(percolation probability)を

θ(p) = Pp[|C| = ∞]

（原点を含む無限大の open bondのクラスターができる確率）で定義すると，明らかに θ(0) =
0, θ(1) = 1であり，θ(p)は pに関して単調である. 臨界確率 (critical probability)を

pc = inf{p ∈ [0, 1] : θ(p) > 0}
で定義する．いくつかの基本的な問題と得られている結果を列挙しよう．

問題１：0 < pc < 1か？（相転移の有無）　 1次元では自明に pc(Z) = 1（相転移なし），2次

元では pc(Z2) = 1
2（相転移あり）が知られている．一般次元では，

1
2

= pc(Z2) � pc(Z3) �

pc(Z4) � · · · > 0,　 pc(Zd) � 1
2d − 1

は容易に得られるが， d � 3に対しては pc(Zd) の厳

密な値は得られていない．

問題２：θ(pc) = 0 か？　 d = 2 と d � 19の Z
d では θ(pc) = 0 が証明されているが，

3 � d � 18では未解決である．

問題３：θ(p) > 0のとき，無限クラスターの個数は？　 Z
d上では p > pcのとき，確率 1で

無限クラスターが一意に存在することが証明されている．証明には空間の平行移動不変性を
用いる．

第 1節で，ある種の関数の相転移点付近での振舞いはモデルの詳細によらないことに言
及したが，θ(p) や次に述べる 2つの関数がその例である．平均クラスターサイズ (mean
cluster size)を

χ(p) := Ep[|C|]
で定義すると，pの関数として単調である．２種類の臨界確率を pT = inf{p ∈ [0, 1] : χ(p) =
∞} （p < pcでも χ(p)は発散するかもしれない），および pH = inf{p ∈ [0, 1] : θ(p) > 0}
で定義する．任意の d � 2に対して，Z

dでは pT = pH が証明されている（臨界確率の一意
性）．上ではこれを pcと書いていた．



連結性関数 (connectivity function)を

τp(x, y) := Pp[x ↔ y]

で定義する．ここで x ↔ yは「xと yが open bondでつながっている」という意味である．
pの関数 θ(p), χ(p), τp(O,x)などは，臨界点付近で次のような power lawに従うと考

えられている．

(1) θ(p) ∼ |p − pc|β, 　 (p ↓ pc ),　 β > 0

(2) χ(p) ∼ |p − pc|−γ ,　 (p ↑ pc ), 　 γ > 0

(3) τp(O,x) ∼ exp{− |x|
ξ(p)

} , (|x| → ∞) 　　 ξ(p) ∼ |p − pc|−ν , (p → pc),　 ν > 0

β, γ, νなどを臨界指数 (critical exponent)という．また，ξ(p)を相関距離 (correlation
length)という．

問題４：漸近形は上のような power lawに従うか？臨界指数の値は？　 power lawは２次
元の三角格子上のサイト・パーコレーションと高次元の Z

dに対してしか証明されていない
（それでも，信じられている！）．サイト・パーコレーションは辺の代わりに各頂点が独立
に確率 pで open，確率 1− pで closedとするものである．距離１だけ離れた openな頂点は
つながっているとみなすとクラスターが考えられる．臨界指数はモデルの詳細によらないと
思われている．例えば，平面のボンド・パーコレーションとサイト・パーコレーション，正
方格子と三角格子で等しい値になると信じられている．d � 19で，β = 1, γ = 1, ν = 1/2
が証明されている．

Z
dのパーコレーションについては，[4], [6]，およびその中の文献を参照されたい．

2.2 ２次元 Sierpinski gasket格子上のパーコレーション.

まず，Sierpinski gasket格子を定義しよう．O = (0, 0), a = (1, 0), b = (1/2,
√

3/2)とし，F0

を	Oabの周上の点の集合，V0 = {O,a, b}, an = 2na = (2n, 0), bn = 2nb = (2n−1, 2n−1
√

3)
とする．Vn, Fnを次のように帰納的に定義する． n = 0, 1, 2, . . .に対して

Vn+1 = Vn ∪ (Vn + an) ∪ (Vn + bn),　 Fn+1 = Fn ∪ (Fn + an) ∪ (Fn + bn)

と定義する．ここで，A ⊂ R
2, x ∈ R

2に対しA + x = {z + x : z ∈ A}と記した．

V =
∞⋃

n=0

Vn, F =
∞⋃

n=0

Fn

V の点を結ぶF上の長さ１の辺全体の集合をEとするとき，グラフG = (V,E)がSierpinski
gasket格子である．
このグラフに関しては，pc(G) = 1，すなわち相転移が起こらないことが早くから知られ

ていた．このことは次のように考えるとすぐわかる．	Oanbnの頂点 an, bnから外に向かっ
て出ている 4本の辺が closed ならば，Oを含む無限 open clusterは存在し得ない．この事
象は各 nに対して独立であるから，

Pp[ 原点を含む無限クラスターが存在する ]

� Pp[
n⋂

i=1

{ ai, biから外に向かって出ている 4本の辺のどれかは open }] = (1−(1−p)4)n → 0



となる．Shinoda（[11]）が相関距離と平均クラスターサイズの漸近的振舞いに関する結果
を得ている．すなわち，相関距離 (correlation length)

ξ(p) := lim
n→∞{− 1

2n
log Pp(O ↔ an)}−1

の存在と (Pp(O ↔ a) ∼ e
− 2n

ξ(p) ということ）

lim
p→1

− log ξ(p)
log(1 − p)

= ∞.

lim
p→1

log(log ξ(p))
log(1 − p)

= −2

を示している．これは物理の文献にある予想（[10]）ξ ∼ exp(1
4 log 2/q2) (q = 1− p)を厳密

に示したものである．平均クラスターサイズについては以下のような結果を得ている．

Ep[ |C|k ] ∼ {ξ(p)}Dk, k � 1, D =
log 3
log 2

.

Φn(p) := Pp(O ↔ an in ∆Oanbn),

Θn(p) := Pp(O ↔ an and O ↔ bn in ∆Oanbn)

とおいて，∆Oan+1bn+1内のつながり方を，一段階小さい 3つの三角形の中のつながり方に
分解して考えると，次の recursion relationが得られる．上のような厳密な結果は，この
recursion relationを解析することによって得られる．

Φ0(p) := p + p2 − p3.

Θ0(p) := 3p2 − 2p3.

Φn+1(p) = (Φn(p))2 + (Φn(p))3 − Φn(p)(Θn(p))2,

Θn+1(p) = 3(Φn(p))2Θn(p) − 2(Θn(p))3, n = 0, 1, 2, . . . .

2.3 ２次元 Sierpinski carpetタイプの格子上のパーコレーション.

任意の有限部分集合が，ある数以下の辺を切ることによって，無限部分から切り離せる，とい
う性質をもつフラクタル格子を finitely ramifiedであるという．前節の Sierpinski gasket
は，その典型的な例である．任意の有限部分に対して十分大きな nをとれば，	Oanbnの中
に含まれるから，an, bnから外に向かって出る 4本の辺を切ればよい．Sierpinski gasket格
子で相転移が起こらなかったのは，この性質に由来する．
有限部分を切りだすときに，切り取る辺の数が有界でないフラクタル格子を infinitely

ramified であるという．Sierpinski carpet格子は infinitely ramifiedフラクタル格子の例
である．まず，「普通の」Sierpinski carpet格子を定義しよう．O = (0, 0), a = (1, 0), b =
(1, 1), c = (0, 1)とし，F0 を正方形 Oabcの周上の点の集合，V0 = {O,a, b, c}, an = 3na,
bn = 3nb, cn = 3ncとする．F1は，一辺 3の正方形に，真ん中を空けて F0と相似な図形を
8個詰めたもの（見かけ上は一辺 3の正方形を 9等分したものと同じ）とする．Fn+1は，一
辺 3n+1の正方形に，真ん中を空けて Fnと相似な図形を 8個詰めたものとし，Fnの頂点集
合をGnとする．n = 1, 2, . . .に対して

V =
∞⋃

n=0

Vn, F =
∞⋃

n=0

Fn



とし，V の点を結ぶ F 上の長さ１の bond全体の集合Eとするとき，グラフG = (V,E)が
Sierpinski carpet格子である

infinite ramifiedフラクタル格子に対しては，有限個の閉じた式で表される recursionは
存在しない．むしろ，空間の平行移動不変性がなく，穴が解析の障害となる．相転移の有無
からして問題である．相転移の存在が証明されている 2次元正方格子も，いわば infinitely
ramifiedフラクタル格子である．パーコレーション的な視点では 1次元的な finitely ramified
フラクタルと，2次元正方格子の間に位置する infinitely ramifiedフラクタル格子は，興味
深い対象である．

Sierpinski carpetを一般化した Sierpinski carpetタイプのフラクタル格子はいろいろ
考えられる．Sierpinski carpet格子を作るときには真ん中に１つ穴を空けたが，他の場所を
空けてもよいし，2つ以上空けてもよい．さらに任意の 3以上の整数Lに対して，一辺Lの
正方形をL ×L等分してその中の任意の小正方形を穴としたものを基本図形 F1に取っても
よい．ただし，連結なグラフのみを考えることにする．
このようなフラクタル格子に関しては，Kumagai, Shinoda, Higuchi-Wu等の結果があ

る．Kumagai（[12]）は F1 が良い対称性を持ち，さらに「ある条件」を満たす Sierpinski
carpetタイプの格子に対して，1/2 < pT = pH(:= pc) < 1， p > pcに対して，確率 1で無限
クラスターが一意に存在すること，θ(pc) = 0（確率 1で pcでは無限クラスターは存在しない
こと）を示した．F1として，一辺 5の正方形の真ん中１つ分だけを空けて 24個の小正方形
を詰めた形のものは，この「条件」を満たすことが容易に確かめられる．普通の Sierpinski
carpet格子が上の「条件」を満たすことは容易にはわからなかったが，それをHiguchi–Wu
（[16]）が扱っている．Shinoda（[14]｝は，さらに対称性の条件を緩めた Sierpinski carpet
タイプの格子に対して相転移を起こす十分条件を示した。carpetタイプだが相転移の起こら
ない例も挙げている．Murai（[13]）はさらにMenger spongeの一般次元版（d次元超立方
体を積み上げて作る）上で臨界確率 pcの d → ∞のときの漸近的な振舞いを得ている．

3 自己回避ウォーク．

3.1 正方格子 Z
d上の自己回避ウォーク.

まず正方格子上で自己回避ウォークを例にとり，基本的な問題を 2つに絞って紹介しよう．
Z

d上，原点出発の self-avoiding path (SAP)を

w(i) ∈ Z
d, w(0) = O, |w(i + 1) − w(i)| = 1, w(i) �= w(j), (i �= j), i, j ∈ {0, 1, 2, . . .}

によって定義する．w(i)は i歩目の位置を表す．cNを，原点を出発するN歩の self-avoiding
path の数とする．N 歩の各 SAP に等確率を割り当てたものを自己回避ウォーク（self-
avoiding walk, SAW）とよぶ．原点からの平均２乗距離を

EN [ |w(N)|2 ] =
1

cN

∑

w

|w(N)|2.

と表す．ここで，| · |はユークリッド距離である．原点出発のランダムウォーク SN の場合
は，容易に

cN = (2d)N , EN [ |SN |2 ] = N

がわかる．

問題：cN , EN [ |w(N)|2 ]はN → ∞での漸近的にどう振舞うか？　これに関しては次の形
の予想がなされている．

cN ∼ µNNγ−1, (N → ∞). (1)

EN [ |w(N)|2 ] ∼ N2ν , (N → ∞). (2)

（ここで，∼の解釈は強弱様々ある．) (1)を仮定したとき，µをconnective constantという．
(2)の νを平均2乗距離の指数という．RWに対しては，γ = 1, ν = 1/2である．SAWの場合



は，dN � cN � 2d(2d−1)N−1（下からは各座標の正方向のみに進めるウォークで評価，上か
らは１歩前の点に戻ることのみ禁止して評価）までは容易に得られ，また µ = limN→∞ c

1/N
N

の存在も初等的に証明できる．d � 5では，次元dによらず，γ = 1, ν = 1/2が証明されている
が，d = 2, 3, 4では上と下からの評価しか得られていない．d = 4では次のような log補正のつ
いた漸近的振舞いが予想されている．cN ∼ AµN [log N ]1/4,　 E[|ω(N)|2] ∼ DN [log N ]1/4.

Z
d上の自己回避ウォークに関しては [7]および [5]に詳しく書かれている．

3.2 フラクタル格子上の自己回避ウォーク．

2次元 pre-Sierpinski gasket格子上の，原点（左下の端点）出発のN 歩の pathに等確率を
与えた SAWを考える. このとき，以下のような結果が得られている．（[19], [21]）物理の論
文に予想はあったが（[17], [18]），それを厳密に証明したものである．

lim
N→∞

log cN

N
= βc, µ = expβc = 2.288 . . . .

lim
N→∞

log EN [|w(N))|s]
log N

= sν, s > 0.

ν =
log 2
log λ2

= 0.7986 . . . >
1
2
, λ2 =

7 −√
5

2
= 2.381 . . .

s = 2で平均 2乗距離だが，νは任意の s > 0に対して共通の値をとる．

（正三角形の代わりに正四面体を用いて作られる 3次元 Sierpinski gasket格子に対し
ても同様の結果が得られている．βc, νなどの値は異なる．（[22]））

フラクタル上の数理モデルの臨界現象を調べる上で recursionが出発点となるが，理論物
理でくりこみ群とよばれてきた方法である（[5]）．比較的わかりやすい Sierpinski gasket格
子上の SAWについて少し詳しく説明する．SAWの recursion relationを得て，解析を行う
には，いったん両端固定の SAPに exp(−β×[長さ]) に比例する確率を割り当てた SAWの別
のモデルを考える．Section 2.2と同様に，大きさ 2nの有限 Sierpinski gasket格子をFn，そ
の頂点集合をGn，外側の三角形の頂点をO（原点）, an, bn とする．Oを出発して	Oanbn

内を通って初めて anに到達するまでの有限歩の SAP全体の集合をWnとする．初めて an

に到達したときの歩数 L(w)を pathの長さとよぶ．すなわち，w ∈ Wnとは

w(i) ∈ Gn, w(0) = O, |w(i + 1) − w(i)| = 1, w(i)w(i + 1) ⊂ Fn,

w(i) �= w(j), (i �= j), i, j ∈ {0, 1, 2, . . .},
w(L(w)) = an,　 0 � ∀i < L(w)に対してw(i) �= an.

Wnに属する pathの母関数 (generationg function)を次のように定義する．

Φ̃n(β) =
∑

w∈Wn

e−βL(w).

recursionを得るために，集合Wnを，bnを通る pathの集合をW1,nと，通らない pathの集
合W2,nに分けて考える．W1,nとW2,nの母関数を以下のように定義する． x, y � 0，s1(w),
s2(w) はそれぞれ w が 1辺と 2辺を通った辺の長さ 1の小三角形の数とする．このとき，
s1(w) + 2s2(w) = L(w)である．

Φn(x, y) =
∑

w∈W1,n

xs1(w)ys2(w),　Θn(x, y) =
∑

w∈W2,n

xs1(w)ys2(w).

Φ1(x, y) = x2 + 2xy + y2 + 2x2y + x3,　Θ1(x, y) = x2y + 2xy2.



Fn上の pathは，2n−1F1上の pathの１歩１歩に Fn−1 上の pathをあてはめて得られるか
ら，次のような recursionが得られる．

(Φn(x, y),Θn(x.y)) = (Φ1(Φn−1(x, y),Θn−1(x.y)),Θ1(Φn−1(x, y),Θn−1(x.y))).

こうして 2次元の力学系に帰着する．この力学系は (0, 0)以外に唯一の固定点

(Φ1(xc, yc),Θ1(xc.yc)) = (xc, yc), xc =
√

5 − 1
2

, yc = 0

をもつことが証明できる．x = exp(−β), y = exp(−2β)とするとxs1(w)ys2(w) = exp(−βL(w))
となる．この形で recursionの式に入れると，n → ∞のときの振舞いがわかる．それはある
βcを境にがらりと変わる．相転移が起こるのである．

β > βcのとき (Φn(x, y),Θn(x.y)) → (0, 0),
β = βcのとき (Φn(x, y),Θn(x.y)) → (xc, 0)
β < βcのとき (Φn(x, y),Θn(x.y)) → (∞,∞),
（いずれの場合も，Θn/Φn → 0.）
この結果からN 歩の pathに等確率を与えた場合の connectivity constantが得られるが，

このことを直感的に見てみよう．bk = 
{w ∈ Wn : L(w) = k}とおくと，

Φ̃n(βc) = Φn(e−βc , e−2βc) + Θn(e−βc , e−2βc) =
∑

w∈Wn

e−βcL(w) =
∑

k

bke
−βck.

最後の和は収束するが，kが大きいとき e−βckは小かつ bkは大．kが小さいとき e−βckは大か
つ bkは小であり，このバランスでもっとも効く k∗が存在して，

∑

k

bke
−βck ∼ Cbk∗e−βck∗

，

bk∗ ∼ (eβc)k
∗
となることが推測できるだろう．λ2 = 2xc + 3x2

c とおくと，Oから anまでの
平均歩数は漸近的に λn

2 のように振舞う．このことから平均２乗距離の指数が log 2/ log λ2

であることが理解できる．また相関距離については，β > βcで

ξ(β) = lim
n→∞{− 1

2n
log Φ̃n(β)}−1

が存在して ξ(β) ∼ (β − βc)−ν , (β ↓ βc) のように振舞うことがわかっている．

4 さいごに．

ここで触れたのはフラクタル上の数理モデルのうちのほんの一部である．触れられなかった
フラクタル格子上のトピックの例としては，サイト・パーコレーション（[11], [14], [13] ），
有向パーコレーション (oriented percolation)（各座標の正の方向のみにつながることができ
る）（[15]），イジング・モデル（[31]），自己回避ウォークの連続極限（格子間隔→ 0の極
限）（[20], [22], [25]），自己反発ウォーク（同じ点に戻ることは禁止はされないが，抑制さ
れる）（[26], [27], [28]），uniform spanning tree （[32]）などがある．
フラクタル上のパーコレーションに関しては，infinitely ramifiedフラクタルで相転移が

起こる十分条件がいくつか得られているが，ブロック Fnを切り出すときの辺の数の漸近的
な振舞いなどで統一的に記述できないだろうか．相転移が起こることが証明されたら，次は
相関距離，平均クラスターサイズなどの臨界点での振舞いを知りたい．

SAWに関しては，d次元 gasketでも原理的に recursionは得られる．しかし次元 dとと
もに式の数は増え、式の形も急激に複雑になる．3次元 gasket上の SAWでさえ，4次元の
かなり複雑な力学系になるが，この場合 4変数のうち 2変数が効かなくなる（0に近づく）
ことが証明できるため，厳密な結果が得られた．d次元 gasket上の SAWは「制限された」
モデルに関する結果がある（[23], [24]）．3次元の場合と同様いくつかの変数は効かなくなる
と予想されるため，「制限された」モデルが正しい指数を与えていると期待できる. Sierpinski
carpet上の SAWに関する数学的結果はまだない．



さらに，パーコレーション，SAWのモデルも非等方的，空間のランダム化など様々な一
般化が考えられる．
ここでは，先にモデルがあり，それを recursionを用いて解析したが，逆に recursion（粗

いスケールと細かいスケールの関係式）に基づく様々なフラクタル上の確率過程（自己回避，
自己反発過程に限らず広い範囲のものが豊かにありそう）の構成と解析も期待できる．

2004年朝日新聞の 1面トップにフォトニック・フラクタルの電磁波閉じ込め現象発見
（[29]) の記事が載った．その後，この実験に関する論文が多く出されている．理論的研究は
[30]に見られる．ここにも課題がありそうだ．フラクタル上の様々な物理現象に関しては，
Mandelbrotが最初の本を出してから，物理学者の優れた直観による理論的結果，数値計算
結果が数多く出されてきた．数学者による証明が待たれているかもしれない．

以下の文献は講演者が見つけたもののみですべてを尽くすものではありません．他に関連論
文があればお知らせいただければ幸いです．
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