
j lK.7v :/ >,v co ', 7 4- ' fi'a ?,,1

詭 cιてしιG`ο のこ′′% 
′
κ́ ″″2/め 2ろ 著 ′ノ

dn=2



第 3章 電気回路とランダムウォーク

回路の 0か ら∞ への有効抵抗は

瑶0=鳳自詰=2詰
となり,シ ヨート則よりR路 (0)≦ R雲 (0)で あるからZ2の有効抵抗も無限大

である.し たがって (327)よ り,こ の回路に対応するZ2の シンプルランダム

ウォークは再帰的である。Zlは Z2のボンドの一部をカットして作られるから,

カット則より有効抵抗はZ2のそれより大きく,やはり無限大である。したがつ

て Zlのシンプルランダムウォークも再帰的である.

次にZ3を考えよう。まず,天下り的ではあるが図311の ような電気回路 (T3,

33)を 考える.こ れは,原点から三つのボンドが出てそれぞれが三つのボンド

に分かれ 2ステップ延びた後,再びそれぞれの頂点から三つのボンドに分かれ

22ス テップ延びる,と いうことを繰り返した無限グラフの各ボンドに抵抗値 1

を与えた回路である。この無限グラフは,同 じ形の枝が原点からボンドで結ば

れることなく伸びているから,こ の回路の 0か ら∞ への有効抵抗を計算する

際,エネルギーが最小になる電位は,原点からの距離が等しい頂点では同じ値

をとる.し たがつて,それらの頂点をショートさせても,エネルギーに変化は

ない.よ って有効抵抗も変わらない.Σ縫。2を ≦′<Σ寓 20の とき,原点か

らの距離がプの頂点から′+1の頂点へのボンドは30+1本あるから,こ れらの

頂点間の抵抗値は1/3・ +1である。抵抗値がこの値である抵抗が 2・ 本直列に並

T3の 図

図 311

r3を Z3にはめ込んだ図
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32 無限グラフ上の電気回路とランダムウォーク

び,それがれ=0か ら∞ まで続いているから,こ の回路の0か ら∞への有効

抵抗は

増 0=鳳 Σ メβ絆1=鳳
:X響 鼎 半 =1

n--+oo 3 1-2/3

となり,対応するマルコフ連鎖は非再帰的である。さて,こ の回路をz3に図311

のようにはめ込もう.η 回目の枝分かれが起こる点の位置は c tt ν tt z=2'~1-1

上にあり,枝分かれした各点からボンドは軸の正方向にのびるから,は め込ん

だボンド同士は重なり合わない.よ って,はめ込んだ電気回路を (電 ,3:)と す

ると,こ れは (T3,島 )か らいくつかの頂点をショートさせたものとなり,有効

抵抗は■ のそれより小さい.一方,こ の回路 (電 ,民 )は Z3か らボンドをカッ

トしてでき上がるものであるから,有効抵抗は Z3のそれより大きい.こ のこ

とからRf(o)≦ RI(0)≦ 1と なり,有効抵抗が有限になるから (3.2.7)よ り

この回路に対応する Z3のシンプルランダムウォークは非再帰的である.d≧ 4

の Zこ については,zこ のボンドの一部をカットして Z3のグラフを作ることが

できるから,カ ット則より有効抵抗は Z3の方が大きい.つまりZど の有効抵抗

値も有限である。したがって Zd(a≧ 4)のシンプルランダムウォークも非再帰

的である.

3.2.3 いろいろなグラフ上のマル コフ連鎖の再帰性

よリー般のグラフ,例えば図313の ようなグラフ上の電気回路に対応するマ

ルコフ連鎖が再帰的か否かはどのように判定するとよいであろうか?実は,こ

れらのグラフ上の電気回路を簡単なグラフ上の電気回路と比較することにより

判定することができるというのが,こ のイヽ節の主な話題である.二つのグラフ

の上のマルコフ連鎖がともに再帰的あるいはともに非再帰的であるとき,二つ

のマルコフ連鎖は同じ型 (sarne type)で あるという.ま ずは基本的な事実を紹

介する.

命題 3.2.7(z3)上 に二つの電気回路 (ス θ),(ス α)が与えられているとす

る.正の数ιl,c2が存在して,任意の {2,υ }∈ Bについて
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いままで zピ (格子間隔が 1)上で考えてきたが、(α z)ピ (格子間隔が α)上の RWを 考え、
α→ 0で どのよ うな確率過程になるかを考える。離散的な空間が連続な空間に近づ くので
連続極限 とい う。

初 め、zd上の RWが、時刻 1,2,3,… で次々隣の点に移 つてい くとしよ う。格子間隔を
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する)が必要。 zピ 上のRWは適当に加速 しながら、連続極限を取ると、Rど 上のプラウン
運動 (BrOwnian motion)に 収東する。
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するのは、すべてのどに共通。(これ以外の時

長で、原点に留まったまま動かなかったり、一

:つ たりで面白くない。
★ブラウン運動の振舞いは計算できる。
原点から出発 した Rご 上のプラウン運動が時刻 ιにス⊂Rど にいる確率は

■ι,の =ム 溺ラexメーリ)acr… d"ぁ

ICI=(″ :+・ …″:)1/2.

★ RIVがプラウン運動に収東する、 とい うときの 「収東」は [法則収東」。
★ 平均 2乗距離の指数 ンと、連続極限をとるときの加速のしかたには関係がある。
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